Q3 Meilleur en maths

Exercice 4 Candidats ayant suivi I'enseignement de spécialité 5 points

Partie A

On considere 1’équation suivante dont les inconnues x et y sont des entiers naturels :
x’—8y’=1 (B)

1. Déterminer un couple solution (x;y) ou x et y sont des entiers naturels.

1 3
On définit les suites d’entiers naturels (xn) et ( yn) par :

2. On considére la matrice A= (3 8 )

xn+ xll
xo=1 et y,=0 et pour tout entier naturel n, ( ! ) =A (y ) .
n+1 n

2.a. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, le couple (x,5¥,) est solution de I’équation (E).
2.b. En admettant que la suite (xn) est a valeurs strictement positives, démontrer que pour tout entier n, on a :
X n+l > xn .

3. En déduire que I’équation (E) admet une infinité de couples solution.

Partie B

Un entier naturel n est appelé un nombre puissant lorsque, pour tout diviseur premier p de n, p* divise n.
1. Vérifier qu’il existe deux nombres entiers consécutifs inférieurs a 10 qui sont puissants.

L’objectif dr cette partie est de démontrer, a 1’aide des résultats de la partie A, qu’il existe une infinité¢ de
couples de nombres entiers naturels consécutifs puissants et d’en trouver quelques exemples.

2. Soient a et b deux entiers naturels.
Montrer que le nombre n=a’b’ est un nombre puissant.

3. Montrer que si (x;y) est un couple solution de 1’équation (E) définie dans la partie A, alors x*—1 et x°
sont des entiers consécutifs puissants.

4. Conclure quant a I’objectif fixé pour cette partie, en démontrant qu’il existe une infinité de couples de nom-
bres entiers consécutifs puissants.
Déterminer deux nombres entiers consécutifs supérieurs a 2018.

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés Page 1



Q3 Meilleur en maths

CORRECTION

Partie A

L ’-8y’=1 (E)
Le couple (1;0) est un couple solution de 1’équation (E), le couple (3;1) est aussi un couple solution de (E).

3 8
PR

_ _ . xn +1 3 8 xn
xo=1 et yo=0 et pour tout entier naturel n =11 3
n+1

xn+1 (3 8) xn xn+l:3xn+8yn
2.a. = o
yn+1 1 8 yn yn+1:xn+3yn

On veut démontrer en utilisant un raisonnement par récurrence que pour tout entier naturel n, x, et y,
sont des entiers naturels et xi -8 yi =1.
Initialisation
xo=1 et ¥o=0 donc X, et ¥, sont des entiers naturels et x;—8 Vo= 1°—8x0°=1
La propriété est vérifiée pour n=0
Heérédité
Pour démontrer que la propriété est héréditaire pour tout entier naturel n, on suppose que x, et ¥, sont
des entiers naturels naturels et que x2—8y.=1 et on doit démontrer que X,, et Vq.1 sont des entiers
naturels et que xfm -8 y,z,,,l:l .
Or X,,1=3x,+8y, et Vo =X,+3 ¥, donc X,.; et V.. sontdes entiers naturels et :
X =8 yne=(3x,48y,) —8(x,+3y,) = 9x,+48 x, y,+64 y, —8(x; +6 x, y,+9 1)
X =8 Vo =9, #4802, y,+64 y, —8x, —48x, y, 72 y,=x,—8y, =1
Conclusion
Le principe de récurrence nous permet d’affirmer que pour tout entier naturel n, x, et », sont des
entiers naturels et x.—8 yrzl:l .
2.b. On suppose que pour tout entier naturel n, x, >0 .
On a pour tout entier naturel n, X, —X,=3x,+8y,—x,=2x,+8y, .
Or x, >0 et ¥, 20 donc X, =X, >0 et x,, > x,

3. On effectue un raisonnement par I’absurde.
Si on suppose qu’il existe un nombre fini de couples solutions de I’équation (E) (les couples sont classés
dans I’ordre croissant des coefficients x, ou I’ordre croissant des indices) alors soit k I’indice du dernier
couple solution donc (X3 »i) estun couple solution de (E) et le couple (Xis13Via1) ctaussi un couple
solution de (E) et x.; > X, donc I’hypothése que 1’on a faite est fausse.
Conclusion
Il existe une infinité¢ de couples solutions de 1‘équation(E).

Partie B

1. Remarques
. IN est I’ensemble des diviseurs de 0, donc pour tout diviseur premier p de 0 p” est aussi un diviseur de 0
donc 0 est un nombre puissant.
. 1 n’admet aucun diviseur premier donc 1 est un nombre puissant
. Si I’entier naturels n supérieur ou égal a 2 est puissant alors les exposants de la décomposition en produit
facteurs premiers sont tous supérieurs ou égaux a 2.
0 et 1 sont deux entiers consécutifs puissants

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés Page 2



Q3 Meilleur en maths

8=2" et 9=3" donc 8 et 9 sont des nombres consécutifs puissants

2. Sia=0 ou b=0 alors n=a’b’=0 et n est un nombre puissant.
Sia=b=1 alors n=a’b’=1 et n est un nombre puissant.
Sia>2oub>2etn=a’b,toutdiviseur premier p de n divise a’ ou b’,si p divise a’ alors p
divise a et p” divise a’ etsi p divise b’ alors p divise b et p* divise b® donc n est un nombre puis-
sant.

3. (x;y) est un couple solution de (E).
Pour tout entier naturel X, x est un nombre puissant (méme pour x=0 ou x=1) etona x’—8 y’=1

2 2
< 8y =x-1
8=2" donc x’—1=)%2’ (a=y etb=2)donc x’—1 est un nombre puissant.
Conclusion

x*—1 et x° sontdes nombres consécutifs puissants.
Pour x=1 on obtient x*—1=0 et x’=1.

4. Il y a une infinité de couples solutions de I’équation (E), il y a donc une infinité¢ de couples d’entiers consé-
cutifs puissants.
Les premiers couples solutions de (E) sont (1;0); (3;1); (17;6); (99;35)...
99°=9801 et 99°—1=9800
9800 et 9801 sont deux nombres consécutifs puissants supérieurs a 2018.
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