g Meilleur en maths

Exercice 4 Candidats ayant suivi I'enseignement de spécialité 5 points

On appelle suite de Fibonacci la suite (u,) définie par u,=0, u;=1 et, pour tout entier naturel n,
Uy =Uy+U, .

On admet que, pour tout entier naturel n, U, estun entier naturel.

Les parties A et B peuvent étre traitées de facon indépendante.

Partie A

1.a. Calculer les termes de la suite de Fibonacci jusqu’a Uy, .
1.b. Que peut-on conjecturer sur le PGCD de u, et u,.; pour tout entier naturel n ?

2. On définit la suite (v,) par vV, =uo—u,, XU, , pour tout entier naturel n non nul.
2.a. Démontrer que, pour tout entier n non nul, V,,;=—V, .
2.b. En déduire que, pour tout entier naturel n non nul.
ui_un+lxun—1 :(_ 1 )n_] .
2.c. Démontrer alors la conjecture émise a la question 1.b.

Partie B

1 0
1. Calculer F* et F’.On pourra utiliser la calculatrice.

On consideére la matrice F= (1 ! ) )

u
r r . +1
2. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n non nul, F" = (un un )

n n—1

2n+2 2 r
"E=F"™ X F", démontrer que :

3.a. Soit n un entier naturel non nul. En remarquant que F
u2n+2:un+2>< U, +un71 Xun
3.b. En déduire que, pour tout entier naturel n non nul,

—_2 .2
u2n+2_un+2 un'

4. Ondonne u;,=144
Démontrer en utilisant la question 3. qu’il existe un triangle rectangle dont les longueurs des cotés sont
toutes des nombres entiers, I’une étant égale a 12.
Donner la longueur des deux autres cotés.
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CORRECTION

Partie A

1.a. On donne les résultats sous la forme d’un tableau.

n Uy,
0 0
1 1
2 1
3 2
4 3
5 5
6 8
7 13
8 21
9 34

10 55

1.b. Pour les 11 premieres valeurs de U, , on constate que le PGCD de termes consécutifs est égal a 1.
On peut conjecturer, que le résultat est vérifié en général c’est a dire que deux termes consécutifs
de la suite (un) sont premiers entre eux.

2. Pour tout entier naturel n, non nul : v,=u’—u,, ,Xu, .
2.a. Pour tout entier naturel n, non nul,
Vn+1:ui+l _un+2><un
Ona U,,,=u,,+u, donc
Vo1 =Uny _(un+1+un)xun:ur21+l —U,, XU, —up = un+lx(un+l_un)_ui
Ona u,,,=u,+tu,_;, donc U,,,—u,=u,;, et
Va+r1—=Uns Xunfl_ui:_(un_unﬂ Xunfl):_vn
2.b. Lasuite (v,) est la suite géométrique de premier terme v,=u; —u,Xu,=1"—1X0=1 et de raison
q=-1.
Pour tout entier naturel n, non nul
Vo=V XIX(=1) " '=1x(=1) " = (=)
donc u’—u,, Xu, =(-1)"
2.c. Pour tout entier naturel non nul n :
Si n est impair alors (u,)xu,—(u, ,)xu,, =1
u, et u,_, sont des nombres entiers donc le théoréme de Bezout nous permet d’affirmer que u, et
U,,; sont premiers entre eux et que leur PGCD est ¢gal a 1.
Si n est pair alors —(u,)xu,+(u, )Xu,,,=1 donc u, et u,,, sont premiers entre eux.
Partie B

2 1 3 2
2_ 3
Le=( ) e=(3 7
2. On veut démontrer en utilisant un raisonnement par récurrence que pour tout entier naturel n non nul :

u u

n+1l n
F'=

u u

n n—1

Initialisation
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Pourn=1 u,=u;=1 u,,,=u,=1 u,_;=u,=0 et F‘:Fz(i B)

donc la propriété est vérifiées pour n=I.

Hérédité
Pour démontrer que la propriété est héréditaire pour tout entier naturel non nul, on suppose que :
u +1 u . , u +2 u +1
=" ! et on doit démontrer que F™*'= | " !
un n—1 un +1 un
n+l n 1 _ Unsr Uy 1 1 _ Uy T U, Uy _ Upso Upy
F7"' =F'XF = x|y o)~ + =
un unfl un unfl un un+l un
Conclusion
Le principe de récurrence nous permet d’affirmer que pour tout entier naturel n non nul que :
u u
n+1 n
F'=
un un—l
3.a. Pour tout entier naturel n non nul, F*"**=F""*xEF"
F2n+2: u2n+3 u2n+2 Fn+2: un +3 un +2 Fn: 1'1n+1 un
Wins2  Uons Upsz Upsg u, Uy

On calcule le coefficient de la premiére colonne et de la deuxiéme ligne de la matrice en multipliant
les deux autres matrices.
U2 = Upan X Upy FU L XUy,
3.b. u,,=u,,,+u, donc U, =U,,—U,
On obtient u2n+2:un+2><(un+2_ un) U, Xu, = ur21+2 Uy XUptu,, Xu, = ur21+2_un>< (un+2_ un+l)
u2n+2:u121+2_ u121
3.c. 12=2%5+2 donc u,,s,,=Uu:,,—U. SOit U,=u;—u.
u,=144=12>  uw,=13  u;=5
12°=13°-5" & 13°=12°+5"
La réciproque du théoréeme de Pythagore nous permet d’affirmer que le triangle dans la longueur des
cotés est 5, 12 et 13 est rectangle 1"’ hypoténuse est le c6té de longueur 13.
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