g Meilleur en maths

Exercice 3 4 points

-k <\ , .
* ou k est un nombre réel stricte-

On considére la fonction f définie sur ’intervalle [0;+oo[ par f(x)=ke
ment positif.

On appelle € ¢ sa représentation graphique dans le repére orthonormé (O;Y ; ]) .

On considére le point A de la courbe € ¢ d’abscisse 0 et le point B de la courbe €' ¢ d’abscisse 1.

Le point C a pour coordonnées (1;0).
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1. Déterminer une primitive de la fonction f sur I’intervalle [0;+0] .

2. Exprimer en fonction de k, ’aire du triangle OCB et celle du domaine & délimité par 1’axe des ordonnées,
la courbe € ¢ et le segment [OB].

3. Montrer qu’il existe une unique valeur du réel k strictement positive telle que 1’aire du domaine & vaut le
double de celle du triangle OCB.
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CORRECTION

1. Pour tout nombre réel x de I’intervalle [0;+o| f(x)=ke"
—kx

“* ou k est un réel strictement positif.

Donc la fonction F définie sur [0;+o[ par F (x)z—e est une primitive de fsur [0;+oo[ .
2. Le triangle OCB est rectangle en C.
OC=1 et BC=f(1)=ke ™.

OCX OB _1

L aire du triangle OCB, en unité d’aire est égale 8 A= > Ek e “UA.

. On détermine une équation cartésienne de la droite (OB).
0(0;0) et B(1;ke™).
— k -k
Le coefficient directeur de (OB) est: a= Y8~ JVo_ ke 0
Xg— X, 1-0

La droite (OB) passe par 1’origine donc I’ordonnée a 1’origine de (OB) est: 0.
(OB): y=(ke “)x.
Le segment [OB] est la représentation paramétrique dans le repére (O; i ; _j) de la fonction g définie sur
[0;1] par g(x)=(ke )x.
9 est le domaine plan compris entre les courbeslreprésentatives de fet g sur 'intervalle [0;1].

=ke_k,

L’aire de 9 , en unité d’aire,est égale a: A, = f (f(x)—g(x))dx.

0

2
G définie par G(x)Z(ke_k)x? est une primitive de g sur [0;1].

A=F(1)-G(1)~(F(0)=G(0))=—¢ "~ Tke *~(-1-0)=1-¢ *~Ze* UA

3. A=2A, © l—ek—%kek:b( %kek) o l—ek—%kekZO

Or pour tout nombre réel strictement positifk : ¢* >0
e e (l-e ™ ~1,5ke  )=e"X0 o &~1-1,5k=0
On doit démontrer que cette équation admet une unique solution strictement positive (0 est solution de cette
équation).
On consideére la fonction h définie sur [0;+[ par h(x)=e"—1,5x—1
h est dérivable sur [0;+o0[ .
h'(x)=e*—1,5
h(x)=0 & e'=1,5 & x=In(1,5)
h(x)>0 o ¢ >1,5 © x >In(l,5)
In(1,5)=0,41 4 102 prés
h(0)=0

si x>0 alors h(x)zx(e——l,S—l)

x x
lim &=+ donc
x>+0 X

Tableau de variation de h

lim h(x)=+

x>+

x o In(1.5) a +00
h'(x) - 0 +
0 - +00
h | T~ "
m
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m=h(In(1,5))=1,5-1,5In(1,5)-1=-0,11 & 10> pres.

Si 0<x<In(1,5) alors h(x)< 0 et I’équation h(x)=0 n’admet pas de solution sur I’intervalle ]0;In(1,5)].
Sur I’intervalle [In(1,5);+0[, h est continue et strictement croissante, h(In(1,5)) =m <0 et

h(1) =e-1,5-1 > 0 donc le héoréme des valeurs intermédiaires nous permet d’affirmer que 1’équation
h(x) = 0 admet une soluton unique o strictement positive et cette solution vérifie In(1,5) < < 1.

On peut déterminer une valeur approchée de o en utilisant la calculatrice par balayage ou par dicho-
tomie.

On obtient a=0,76 a 102 pres.

On joint la représentation graphique pour a=0,76 (représentation graphique non demandée).

(,67
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