Q3 Meilleur en maths

Exercice 4 Candidats ayant suivi I'enseignement de spécialité 5 points

Un atome d’hydrogeéne peut se trouver dans deux états différents, I’état stable et 1’état excité.
A chaque nanoseconde, I’atome peut changer d’état.

Partie A — Etude dans un premier milieu

Dans cette partie, on se place dans un premier milieu (milieu 1) ou, a chaque nanoseconde, la probabilité qu’un
atome passe de 1’¢état stable a 1’état excité est 0,005, et la probabilité qu’il passe de 1’état excité a 1’état stable
est 0,6.

On observe un atome d’hydrogene initialement a 1’état stable.

On note a, la probabilité que I’atome soit dans un état stable et b, la probabilité qu’il se trouve dans état excité
n nanosecondes apres le début de 1’observation.

Onadonc a,=1 et b,=0.

On appelle X, la matrice ligne X, = (an bn) .

L’objectif est de savoir dans quel état se trouvera I’atome d’hydrogene a long terme.

1. Calculer a, puis b, et montrer que ,=0,993025 et b,=0,006975 .

2. Déterminer la matrice A telle que, pour tout entier naturel n, X,,;=X, A
A est appelée matrice de transition dans le milieu 1.
On admet alors que pour tout entier naturel n, X,,,;=X,A".

r : 1 = 1 - 1
3. On définit la matrice P par P= (1 120 )

1

On admet que P est inversible et que P~ =—— (

121 \—1 1

Déterminer la matrice D définie par D=P ' AP

120 1)

4. Démontrer que, pour tout entier naturel n, A"=PD"P"'.

1

5. On admet par la suite que, pour tout entier naturel n, A“:E (

120 + 0,395" 1-0,395"
120(1 — 0,395") 1+ 120x0,395" "

En déduire une expression de a, en fonction de n.
6. Déterminer la limite de la suite (an) . Conclure.
Partie B — Etude d’un second milieu
Dans cette partie, on se place dans un second milieu (milieu 2), dans lequel on ne connait pas la probabilité¢ que
I’atome passe de 1’état excité a I’état stable. On note a cette probabilité supposée constante. On sait en revanche
qu’a chaque nanoseconde, la probabilité qu’un atome passe de 1’état stable a 1’état excité est 0,01.
1. Donner, en fonction de a, la matrice de transition M dans le milieu 2.
2. Apres un temps tres long, dans le milieu 2, la proportion d’atomes excités se stabise autour de 2 %.

On admet qu’il existe un unique vecteur X, appel¢ état stationnaire,tel que XM=X, et que X= (0,98 0,02).
Déterminer la valeur de a.
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CORRECTION

Partie A

Pour tout entier naturel n :

onnote A, I’événement : « ’atome est dans un état stable n nanosecondes apres le début de 1’observation »,

B, I’événement « I’atome est dans un état excité n nanosecondes aprés le début de I’observation ».

=0,005 donc P, (A,,)=1-0,005=0,995
=0,6 donc Py (B,,)=1-0,6=04 ;

1. a,=1 et b,=0
a,=P, (A|)=P(A,)xP, (A,)=1x0,995 =
b,=P(B,)=1-a,

. azzp(Az):P(AlmAz)"'P(Bl)XPBI(Az):P(Al)XPA,(Az)"'P(Bl)XPBI(Az)
a,=0,995x0,995+0,005x0,6=0,990025+0,003 =
b,=1—a,=1-0,9983025 =

2. X4 (an+1 bn+1) et X, (an bn)
an+1:P(AnmAn+l)+P(BnﬂAn+l) = P(An)XPAn(An+1)+P<Bn)XPB“<An+1) = anX05995+an0’6
b, =P(A,NB,,,)+P(B,NB,,,) =P(A,)xP, (B,.,)+P(B,)xP; (B, ) = a,x0,005+b,x0,4
a,,,=0,995a,+0,6b,
[ b,,;=0,005a,+0,4b,
Attention dans cet exercice on utilise les matrices lignes.

e b=l B [§Y) o (o b= (aa,+Bb, ya,+ob,
donc 0=0,995 B=0,6 y=0005 5=04
A (0,995 0,005)
0.6 04

On admet que pour tout entier naturel n : X, =X, A" .

- L1
3 po (1 1) Pl__(lzo 1) A (0,995 0,005) Dop- AP

n+l

1 120 121\ -1 1 0,6 0,4
Ap— 0,995 + 0,005 —0,995+0,6 | (1 — 0,395
-\ 0,6+04 —0,6+48 | \1 47,795
piap_ 1 (120 1) (1 =0395) 1 (121 0 (1 0
D=P A= (—1 1) (1 47,4 )_ 121 (0 47,795)_(0 0,395)
4. Remarque :
PP '=P 'P=I= b0
- = lo 1

D=P'AP < PDP '=P(P"'AP)P '=(PP')A(PP')=IAI=A.

On veut démontrer en utilisant un raisonnement par récurrence que pour tout entier naturel n, on a :

A"=PpP"P"!
Initialisation
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Pour n=0, A’=1 et D’=I donc PD’P '=PIP '=PP '=1 et A’=PD"P'
La propriété est vérifiée pour n=0.
Hérédité

Pour démontrer que la propriété est héréditaire pour tout entier naturel n, on suppose : A"=PD"P~' eton

doit démontrer que : A™'=PD""' P .

Or A™'=A"A'=(PD"P"')(PDP')=PD"(P"'P)DP '=PD"IDP ' =PD"DP '=PD"*'P"’
Conclusion

Le principe de récurrence nous permet d’affirmer que pour tout entier naturel A"=PD"P'.

5. On admet pour tout entier naturel n :
A 120 + 0,395" 1 —0,395"
121 {120(1 —0,395") 1+ 120x0,395"

Ona: XnZ(an bn)ZXoAn:(l 0] A"

1 m_ 120 1 .
2= (12040395") =229 1 w0395
done : 2,= 7 395")= 15+ a <0395
6. 0 <0395 <1 donc lir+n 0,395"=0
RURRETY!
120
121
Partie B

1. Avec les notations de la partie A, on a :
P, (B,.)=001 ot P, (A,,)=1-0,01=099

PBH(AnH):a et PBH(BnH):l_a .
On obtient pour matrice de transition :

Ve (0,99 0,01 )
a 1 —a

001) _ 0,98= 0,98x0,99+0,02Xa
l1-a 0,02=0,98x0,01+0,02x(1—a)

[ 0,98= 0,9702+0,02a [0,02 a=0,98—0,9702 { 10,0098
= (=4 a=

2. X=XM < (0,98 0,02]=(0,98 0,02 (2’99

0,02a=0,0098+0,02—0,02a 0,02a= 0,0098 0,02
donc
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