Q Meilleur en maths

Exercice 4 Candidats n’ayant pas suivi I’enseignement de spécialité 5 points

- > -

Dans 1’espace muni du repére orthonormé (O;1 ; j;k) d’unité 1 cm, on considére les points A, B, C et D de

coordonnées respectives (2;1;4), (4;-1;0), (0;3;2) et (4;3;-2).
1. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (CD).

2. Soit M un point de la droite (CD).

2.a. Déterminer les coordonnées du point M tel que la distance BM soit minimale.

2.b. On note H le point de la droite (CD) ayant pour coordonnées (3;3;-1). Vérifier que les droites (BH) et
(CD) sont perpendiculaires.

2.c. Montrer que I’aire du triangle BCD est égale & 12 c¢m”.

2
3.a. Démontrer que le vecteur 1 |1 | est un vecteur normal au plan (BCD).
2

3.b. Déterminer une équation cartésienne du plan (BCD).

3.c. Déterminer une représentation paramétrique de la droite A passant par A et orthogonale au plan (BCD).
2 1.8
3.d. Démontrer que le point L d’intersection de la droite A et du plan (BCD) a pour coordonnées (g '3 g) .

4. Calculer le volume du tétraedre ABCD.
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CORRECTION

4

1. La droite (CD) est la droite passant par C(0;3;2) et de vecteur directeur cCD| o0
—4

M(x;y;z) appartient a la droite (CD) si et seulement s’il existe un réel t tel que CM=tCD &
OM=tCD+0C .

On obtient pour représentation paramétrique de (CD) :

x=4.t+0
(CD) y=0.t+43 tdécrit R
z=—4.t+2

2.a. La distance BM est minimale si et seulement BM” est minimal.
BM’=(4t—4)+4 +(—4t+2)=16t"—-32t+16+16+16t"—16t+4
BM’=32t"—48t+36=4(8t"—12t+9) .

La distance BM est minimale si et seulementsi T(t)=8t*—12t+9 est minimal.

T (t)=16t—12

: 12_3
= t=—===
T()=0 = =5=%
Le coefficient de t* : 8 est positif donc T(t) est minimal pour t:Z .
3 3
M(4XZ’3’_4XZ+2
-1 4
2.b. B(4;-1;0) H(3:3;-1) BH | 4 et CD | O
-1 -4

BH.CD=—1x4+4x0—1x(—4)=0.
Les droites (BH) et (CD) sont orthogonales, de plus H appartient a (CD) donc les droites (BH) et
(CD) sont sécantes en H.

Conclusion

2.c. (BH) est la hauteur du triangle BCD issue de B.
L’aire (en cm? ) du triangle BCD est égale a : %xCD X BH.

CD’=4’+0"+(—4)’=32  CD=+32=442
BH’=(—1)"+4’+(—1)’=18  BH=3+2
%XCDXBH:%X4\EX3\/§=%XI2X2: cm’

4 4

3.a. CB et CD sontdeux vecteurs non colinéaires du plan (BCD) CB|—-4| cD| 0
-2 —4

2
n |1 | estun vecteur normal au plan (BCD) si et seulement si 1 est orthogonal a CB et CD.
2

X2—4X1-2X2=8-4-4=0
0

4
4X2+0X1—-4X2=8—-8=
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Conclusion
n

3.b. M(x;y;z) appartient au plan (BCD) < BM est orthogonala i < BM.#

o (x—4)x2+(y+1)X1+(z=0)X2=0 < 2x—8+y+1+22z=0

S .
3.c. A estla droite passant par A et de vecteur directeur 1 .
x=2Xk+2
A {y=1xk+l kdécritR
z=2Xk+4
3.d. Pour calculer les coordonnées du point d’intersection de A et du plan (BCD), on résout le systéme :
2x+y+2z= 0
x=2k+2
y=k+1
z=2k+4
On obtient :
2X(2k+2)+k+1+2X(2k+4)-7=0 & 4k+4+k+1+4k+8-7=0 & 9k+6=0 o
9 3
2 4 6 2 2 .3_1 2
= —— === =4 =—=Z4===
x2><( 3)+2 373730 7 37373 3

W N
—_
| o0

La hauteur issue de A du tétraédre ABCD est h=AL .

3 9 9 9 9

Le volume du tétra¢dre ABCD est égal a : %XZ X12=8§ cm

3

2 2 2
ALZZ(%—Z) +(l_l) +(§— ) :E+£+E_&:4 AL=2 cm.

0
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