@ Meilleur en maths

EXERCICE 4 Candidats n’ayant pas suivi I’enseignement de spécialité 5 points

10
uIl+ = 3 -
On considére la suite (un) définie définie pour tout entier n=0 par : ! u,+4
u,= 5
Partie A :
1. Déterminer la valeur exacte de u, et u,.
2. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u,=>1 .
, . (1-u,)(u,+2)
3. Démontrer que,pour tout entier nature n, U,,;—u,= L+ .
4. En déduire le sens de variation de la suite (un) .
5. Justifier que la suite converge.
Partie B :
. . . . u,— 1
On considére la suite (Vn) définie pour tout entier naturel n par V,= LR

1.a. Démontrer que (v,) estune suite géométrique dont on déterminera la raison et le premier terme Vj .

1.b. Exprimer Vv, en fonction de n.
En déduire que pour tout entier naturel n, v,#1 .
2v,+1
l—-v, ~

2. Démontrer que pour tout entier naturel n, u,=

3. En déduire la limite de la suite (un) .
Partie C :

On considere 1’algorithme ci-dessous :

U <«— 5

n «<—20
Tantque u > 1.01
n <«<— n+1

U = 3_ 10
u+4

Fin Tant que

1. Aprées exécution de I’algorithme, quelle valeur est contenue dans la variable n ?

2. A I’aide des parties A et B, interpréter cette valeur.
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CORRECTION
10 1 510 _, 90_159-90_ 69
L u1=3—30=37 u,=3 17,4 =% s s
9
2. On veut démontrer en utilisant un raisonnement par récurrence que pour tout entier naturel n,ona u,>1.
Initialisation
u,=5=1
La propriété est vérifiée pour n=0.
Hérédité

Pour démontrer que la propriété est héréditaire pour tout entier naturel n, on suppose que Uu,=>1 et on

doit démontrer que U, =1 .

2u +8—10 2u -2 2(u —1
Or un+1:3_&_1:2_ 10 — n — n — ( n )
u +4 u, +4 u, +4 u, +4 u, +4
Ona: u,=l donc u,— 120 et u,+4>0 et u,,,— 120 soit u,,,=1.
Conclusion
Le principe de récurrence nous permet d’affirmer que pour tout entier naturel n,ona: u,>1.
10 3u—n+12—10—ui—4un —ui—un+2
3' un+1_un:3_ - n: =
u,+4 u,+4 u,+4

Or (1 —un)(un+2)=—ui+un+2—3un=—uﬁ—un+2

Conséquence
(1-u,)(u,+2)

u, +4
4. Pour tout entier naturel n, u,>1 donc u,+4>0 et u,+2>0 et 1-u,<0 et u,,—u,<0,
(u,)

5. La suite (un) est décroissante et minorée par 1 donc (un)

Uy — U=

Partie B :

1.a. Pour tout entier naturel n :

10
— -1
u,,, —1 u, +4 2(u,+4)—10 2u +8—10 2(u,—1) zxun—l 2
Vv = = = = = =— =—
U2, 10 5{u,+4)=10 5u,#20—10 5(u,+2) 5 u+2 5
u +4
(v, a=2 =4
" 5 0 u,+2 7
1.b. Pour tout entier naturel n:
a4 (2)"
Vn V0 q 7 (5
Vn+1_Vn:gVn_Vn:_éVn<0
5 7

) .. 4 )
La suite (Vn) est décroissante et V0=7<1 donc pour tout entier naturel n,ona v,<l et v,#I.

2. Pour tout entier naturel n :
_u,—1
B u, +2

2v,+1

< uv,+2v,=u,-1 < 2Vn+1=un(1—vn) =3 u
l-v—n

n n

o<%<1 donc lim (%) =0 et lim v,=0

NSt n >+
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Conséquence

lim u, — w= 1
n =+ 1-0 :

Partie C

1. On peut utiliser I’algorithme pas a pas (remarque : on utilise alors des valeurs approchées).
On obtient :
us=1,018 a 107’ pres
u,=1,070 a 107° pres

donc n = 6.
On propose un programme python pour obtenir ce résultat.
Programme

k:r:l.nt ('Début de programme')

u=5

n=0

while u>=1.01:

n=n+l

u=3-10/ (u+4)
print ("n="+str(n), "u="+str(u))
print('Fin de programmes')

Exécution du programme

Début de programme
=] u=1.8888888888888

(=gl el

ggse
n=2 u=1.3018867524528303

n=3 u=1.11387900355871%
n=4 u=1.04453723034098¢8
n=5 u=1.0176576079455923¢
n=6 u=1.007038187666675%
Fin de programme

Remarque

i _ 8x0,4"+7 . , .
n a aussi : n—_ . ar palayage on ootient 1€ resultat precedaent.
0] u 74><()4np balayag btient 1 Itat précédent
- b

2. (u,) estune suite décroissante , on obtient alors la valeur minimale de n pour laquelle u,<1,01 .
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