Q3 Meilleur en maths

EXERCICE 4 Candidats ayant suivi I'enseignement de spécialité 5 points

Une ville posséde deux ports maritimes :

. un port de plaisance A ;

. un port de commerce B.

Le port de plaisance A n’a pas d’accés direct a 1’océan mais est relié au port de commerce B qui, lui, est
ouvert sur I’océan. Un passant, installé¢ en terrasse sur le port de plaisance A, jette une bouteille dans I’eau.

A P’instant 0, la bouteille se trouve dans le port A.

Soit n un entier naturel.

On admet que :

. o ) . 3
. quand la bouteille est dans le port A au bout de n heures, la probabilité qu’elle y soit I’heure suivante est = ;
. quand la bouteille est dans le port B au bout de n heures, la probabilité¢ qu’elle soit dans le port A 1’heure

suivante est % et la probabilité qu’elle se trouve toujours dans le port B 1’heure suivante est 115 ;
. le port A n’ayant pas d’acces direct a I’océan, lorsque la bouteille est dans le port A, elle ne peut pas se trou-
ver dans I’océan I’heure suivante ;
une fois dans I’océan la bouteille ne revient jamais dans les ports.
Sment les événements :
A, : «labouteille se trouve dans le port A au bout de n heures » ;
B, : «la bouteille se trouve dans le port B au bout de n heures » ;

C, : «labouteille se trouve dans I’océan au bout de n heures ».
Onnote a,, b, et ¢, les probabilités respectives de ces événements.

Ainsiona a,=1, by=0 et ¢,=0.

l.a. Compléter I’arbre fourni en ANNEXE a rendre avec la copie.
1.b. Démontrer que pour tout enter naturel n,

anﬂ—iaannn
5 "10

bn+1 gan-'-Lbn
5 15

Soient les matrices suivantes :

_ 1 (18 3 (a,
M=% (12 2) ct U“_(bn)

1.c. Démontrer que, pour tout entier strictement positif n, U,=M"U, .

2.a. Donner U, .
2.b. Calculer M* en détaillant les calculs de I’un des coefficients et en déduire qu’il existe un réel k tel que

M’=kM .
2.c. Démontrer par récurrence que, pour tout entier n strictement positif,
n—1
M"= 2 M.
3

2.d. En déduire que, pour tout entier n strictement positif,

zx(z)“
5 3
U, =

- gxgn—l
5 13

n—1
3.a. Démontrer que la probabilité que la bouteille soit dans 1’océan au bout de n heures est égale a 1—(§) .
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3.b. On considere I’algorithme ci-dessous :

n «<— 1

2 n—1
Tant que 1 -<5> <09

n <— n#

Fin Tant que

Indiquer sans justification le nombre contenu dans le variable n de cet algorithme a la fin de son exécution.

Interpréter ce nombre dans le contexte de I’exercice.

A RENDRE AVEC LA COPIE
ANNEXE

n+1

n+1

Bn n+1
Cn+1
Cn 1 Cn+1
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CORRECTION

1.a. En utilisant les données de 1’exercice, on obtient :
3 3.2
PAH(AnH):g et PAH(Bn+l)_1

55

1 1 1 1 _30-3-2_25_5
— B — P =l-— =
PBH(AnH) 10 et PBn( at)= 15 donc Py, (C,,) 10 15 30 30 6
On complete 1’arbre pondéré :
/ Anst
An<5
/ 3\ Bn+1
1/ n+1
bn Bn 115 Bn+1
a\ c:n+1

1.b. En utilisant, ’arbre pondéré ou la formule des probabilités totales, on obtient :
P(An+l) P(A nmAn+1)+P(BnmAn+l)+P(C rlen+]) P<An)><PA“(An+l)+P<Bn)XPB“(An+1)+O
3 1

P(A,,, )=a ><5+b X0
P(Bn+l) (Antn+1)+P(Bntn+l)+P(C rjBn+l) P(An)XPAn(Bn+1)+P(Bn)XPBn(Bn+l)+O
3 1
P(B,,,)=a ><5+b XI5
an+1:% n+%><b
b,,,= 2a +-=b

=9 +—
n+l San 15 n

1.c. Pour tout entier naturel n.

1 (18 3) [a,| 1 [18a,+3b, 5" 100"
MU = -— - =M
30 (12 2) (b ) 30 (12a +2b) 2 1 = Uw=MU
n n n = an + — bn
5 15
On veut démontrer en utilisant un raisonnement par récurrence que pour tout entier naturel non nul, on a
Uu,=M"U,.
Initialisation

Pour tout entier naturel n, U,,;=MU, donc pour n=0 on obtient U;=MU, soit U,=M'U,.

La propriété U,=M"U, est vérifiée pour n=1 .

Hérédité

Pour démontrer que la propriété est héréditaire pour tout entier naturel n, strictement positif, on suppose
que U,=M"U, et on doit démontrer que U,,, =M""'U, .

Or U,,,=MU,=M(M"U,)=M""U,

Conclusion

Le principe de récurrence nous permet d’affirmer que pour tout entier naturel n, strictement positif,on a :
U,=M"U,.
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2.a. 3,=1 et b,=0 donc U,=

—_

o)

b Mi=_ (18 3) (18 3)_ 1 18°+3x12  18X3 +3x2
0 12 2)\12 2 12X 18+ 2X12  12X3 +2X2

1 (324+36 54+ 6

7900 ~ 900 900 \216 +24 36+ 4

Me=_L (360 60)_ 1 (36 6)_2 18 3)_2_ 1 (18 3
900 (240 40/ 90 \24 4) 90 \12 2) 3730 \12 2
2 2

M’=2M k==
3 donc 3

2.c. On veut démontrer en utilisant un raisonnement par récurrence que pour tout entier naturel non nul on a :

n—1
w2
3
Initialisation
i (2)°
Pour n=1ona M Z(g) M.
La propriété est vérifiée pour n=1 .
Hérédité
Pour démontrer que la propriété est héréditaire pour tout entier naturel non nul n, on suppose que
n—1 n
M"Z(%) M et on doit démontrer que Mm:(%) M.
n—1 n—1 n—1 n
M =M"xM=(2| MxMm=(2] m=[2] x[2|m=[2| M.
3 3 3 3 3
Conclusion
Le principe de récurrence nous permet d’affirmer que pour tout entier naturel non nul n, on a :
n—1
M":(z) M .
3
2 n—1
2.d. Pour tout entier naturel n, strictement positif, U,=M" UO:(E) MU, .
3
1 (18 3 1 1 (18 5
M=— = MU.=— =
30 (12 2) Yo (0) Yo 30 (12) 2
5
n—1
3 23
U = 2 51 5 \3
n—_ 3 2 - zx 2 n—1
5 513

3.a. Pour tout entier naturel n strictement positif,

n—1 n—1 n—1 n—1
a :gx 2 b :gx g a+b = §+z z — 2 .
"5 \3 5 \3 TR lsS 5/\3 3

n—1
Ona: a,+b,+c,=1 o cn=1—(an+bn)=1—(2)

3
2n71 2n71
1-|= <0,9 0.1<[=
s 1-(2] <09 = 01q2)

(On peut résoudre cette inéquation mais cette résolution n’est pas demandée).

5 6
En utilisant la calculatrice on obtient (%) =0,132a 10 * prés et (%) =0,09 a 1072 pres.

Le contenu dans la variable n de cet algorithme a la fin de son exécution est :
Au bout de 7 heures la probabilité que la bouteille se trouve dans I’océan est supérieure ou égale a 0,9.

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés Page 4



	EXERCICE 4 Candidats ayant suivi l’enseignement de spécialité 5 points

