g Meilleur en maths

EXERCICE 4 Candidats n’ayant pas suivi I’enseignement de spécialité 5 points

1. On considére dans I’ensemble des nombres complexes 1’équation (E) a I’inconnue z :
Z+(=23+21)+(4—-4iV3)z+8i=0  (E).
1.a. Montrer que le nombre -21 est une solution de I’équation (E).
1.b. Vérifier que, pour tout nombre complexe z, on a :
Z+(=23421) 7 +(4—4iV3) z+8i=(z+2i)(z° =23z +4) .
1.c. Résoudre I’équation (E) dans I’ensemble des nombres complexes.
1.d. Ecrire les solutions de 1’équation (E) sous forme exponentielle.

Dans la suite on se place dans le plan muni d’un repére orthonormé direct d’origine O.

2. On considére les points A, B, C d’affixes respectives —21 , V3+i et V3—i.

2.a. Montrer que A, B et C appartiennent & un méme cercle de centre O dont on déterminera le rayon.

2.b. Placer ces points sur une figure que 1’on complétera par la suite.

2.c. Ondonne D le milieu du segment [OB]. Déterminer I’affixe z. , du point L tel que AODL soit un paral-
lIélogramme.

3. On rappelle que, dans un repéere orthonormé du plan, deux vecteurs de coordonnées respectives (x;y) et
(x’;y’) sont orthogonaux si et seulement si xx’+yy’=0.
3.a. Soit U et Vv deux vecteurs du plan, d’affixes respectives z et z’.
Montrer que U et V sont orthogonaux si et seulement si zz' est un imaginaire pur.
3.b. A I’aide de la question 3.a. démontrer que le triangle AOL est rectangle en L.
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CORRECTION

+(4—4iv3)z+8i=0

i)=

1. (B): z'+(— 2@+ 2i)z’
la. i’=—1 =i
(—2i)’=—4 (

8i+(—2+3+21)x(—4)+(4— 41¢§)x(—2i)+81:81+8J§—81—81—8@+81:0

donc -2i est une solution de I’équation (E). -
Lb. (z+2i)(22=2V3z+4)=2"—2322+4 242" —4V31z+8i
S(—2v3+2i)27+(4—4iV3) z+8i

Le. Z2+(2V3+21)2%+(4—413)z+8i=0 o (z+2i=0 ou z°—2V3z+4=0)

. z421=0 o z=-2i1
. 22=232z+4=0
=(—23)—4x1x4=12—6=—4=(2i).
L’équation admet 2 solutions complexes conjuguées :
2= 2J§2+21 i et = 2@ 2i_ 5.,
Les solutions de I’équation (E) sont: —2i, V3+i et V3-i.

iz -

1d. [-2i=2 _j=¢ 2 —2i=2e ?
W3+iP=3+1=4  [V3+i=2

\6+i:2(§+%i) Cos(oc):? et sin(q):% donc O{.E%

\/§+i:26lg
De méme 3—j=2e¢ ©

2.a. A(-2i) B(V3+i) C(V3-i) 0OA=OB=0C=2.

(27)

Les points A, B et C appartiennent au cercle de centre o et de rayon 2.

2.c.
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2.c. AODL estun parallélogramme si et seulement si DL=O0A .
OA(—2i)  DL(z,—zp)
. _Zotzp _ 0+v3+i_V3 1.

P2 2 2 2
zZ,—Zp=—21 o ZL:ZD—Zi:\/2—3+%i—2i:§_éi.
3a. z=x+iy z'=x'+1y’ z'=x'-—-iy’

zz'=(x+iy)(x'—iy')=xx'—ixy +ix' y+yy '=xx'+yy +i(—xy +yx’)

U et Vv sontorthogonaux < xx'+yy'=0 < zz'=i(—xy'+x'y) o zz' estun imaginaire

pur. B
3b. LO(-z,) —sz—é—3+%i
— V3 3. 3
LA(z,—z) z,—z, i—+3i )
V3.3 Y T T E T |
=——+= ———=1 z'=——+=1
2 2 2 2 2 2

zz':(—ﬁﬁi)(—@ 1.):3 V3. 3V3. 3 o

zz' estun imaginaire pur donc les vecteurs LO et LA sont orthogonaux et le triangle OLA est
rectangle en L.
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