Q3 Meilleur en maths

EXERCICE 3 6 points

Les parties A et B peuvent étre traitées de fagon indépendante.
Partie A

Dans un plan P, on considére un triangle ABC rectangle en A.
Soit d la droite orthogonale au plan P et passant par le point B. On considére un point D de cette droite
distinct du point B.

1. Montrer que la droite (AC) est orthogonale au plan (BAD).
On appelle bicoin un tétraedre dont les quatre faces sont des triangles rectangles.
2. Montrer que le tétracdre ABCD est un bicoin.

3.a. Justifier que I’aréte [CD] est la plus longue aréte du bicoin ABCD.
3.b. Onnote I le milieu de I’aréte [CD]. Montrer que I est équidistant des quatre sommets du bicoin ABCD.

Partie B

Dans un repére orthonormé de I’espace, on considére le point A(3;1;—5) etla droite d de représentation

x=2t+1
paramétrique | y=—2t+9 ou t décrit IR.
z=t-3

1. Déterminer une équation cartésienne du plan P orthogonal a la droite d passant par le point A.
2. Montrer que le point d’intersection du plan P et de la droite d est le point B(5;5;—1) .

3. Justifier que le point C(7;3;—9) appartient au plan P puis montrer que le triangle ABC est un triangle
rectangle isocele en A.

4. Soit t un réel différent de 2 et M le point de parameétre t appartenant a la droite d.
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4.a. Justifier que le triangle ABM est rectangle.

4.b. Montrer que le triangle ABM est isocéle en B si et seulement si le réel t vérifie I’équation t*—4t=0 .

4.c. En déduire les coordonnées des points M, et M, de la droite d tels que les triangles ABM, et ABM,
soient isoceles en B.

Partie C

On donne le point D(9;1;1) qui est un des deux points solutions de la question 4.c. de la partie B.

Les quatre sommets du tétracdre ABCD sont situés sur une sphere.

En utilisant les résultats des questions des parties A et B précédentes, déterminer les coordonnées du centre
de cette sphere et calculer son rayon.
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CORRECTION
Partie A

1. P=(ABC)
d est une droite orthogonale au plan P donc d est orthogonale a toute droite contenue dans le plan P et
d=(BD) et (AC) sont orthogonales.
Le triangle ABC est rectangle en A donc les droites (AB) et (AC) sont orthogonales.
La droite (AC) est orthogonales a deux droites sécantes (AB) et (BD) du plan (ABD) donc

2. On considere le tétracdre ABCD.

. ABC est un triangle rectangle en A.

. d est orthogonale au plan P=(ABC) donc d est orthogonale a (BA) et a (BC) et les triangles ABD et CBD
sont rectangles en B.

. (AC) est orthogonale au plan (BAD) donc (AC) est orthogonale a (DA) et le triangle DAC est rectangle en
A.

Conclusion :
Les quatre faces du tétracdre ABCD sont des triangles rectangles donc

3.a. ABC est un triangle rectangle en A donc AB <BC et AC < BC.
. BAD est un triangle rectangle en B donc AB <AD et BD <AD.
. BCD est un triangle rectangle en B donc BC <CD et BD <CD.
. ACD est un triangle rectangle en A donc AD <CD et AC <CD.
Conséquences :
. AD<CD
. AB<BC<CD
. AC<BC<CD
. BD<CD
. BC<CD

3.b. I estle milieu de I’aréte [CD] et le triangle BCD est rectangle en B donc IB=IC=ID et le triangle
ACD est rectangle en A donc IA=IC=ID.
Conclusion :
IA=IB=IC=ID et

Partie B
x=2t+1 2
1. d: { y=—2t+9 t décrit R 1 | —2 | estun vecteur directeur de d donc un vecteur normal
z=1t-3 1
aP
M(x;y;z) appartientauplan P < #.AM=0
2 x—3
A(3;1;-5) #|-2| AM [y-1
1 z+5

o 2(x=3)-2(y—1)+1(z+5)=0 o 2x—2y+z—6+2+5=0 < 2x—2y+z+1=0

2. Pour déterminer les coordonnées du point d’intersection de P et d, on résout le systéme :
2x—=2y+z+1= 0
x=2t+1
y=—2t+1
z=1t-3
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Onobtient : 2(2t+1)—2(—2t+9)+t—3+1=0 < 4t+2+4t—18+t—3+1=0
< 9t—18=0 < tZ%SZZ.

Donc x=2X2+1=5, y=—2X2+9=5 et z=2-3=—1.

3. C(7;3;-9)
2XT7—=2X3-9+1=14—-6—8=0 donc le point C appartient au plan P.
5-3 2 7-3 4
AB | 5—1 AB |4 AC | 3-1 AC | 2
—1+5 4 —9+5 —4

Kﬁ.KE=2><44><2+4><(—4)=8+8—16=0 donc les vecteurs AB et AC sont orthogonaux et le
triangle ABC est rectangle en A.
AB’=2%+42+4*=36  AC’=4’+27+(—4)’=36 et AB=AC=+36=6.

Conclusion :

4.a. t#2 donc M#B et d=(MB) est orthogonale au plan P et (AB) est contenue dans le plan P donc
les droites (AB) et (BM) sont orthogonales.
Conclusion :

4.b. M(Q2t+1;-2t+9;t-3)  B(5;5;-1) C(7;3;-9)

2t+1 -5 2t —4 3—-5 -2
BM | -2t+9-5 BM | —2t+4 BA | 1-5 BA | —4
t—3—1 t—2 —5+1 —4

BM’=(2t—4)+(=2t+4)+(t—2)=4t"—16t+16+4t"—16t+16+t"—4 t+4 = 9t°—36t+36
BA’=(—2)*+(—4)"+(—4)=36

Le triangle ABM estisocéle en B si et seulement si BM°=BA® < 9t°—36t+36=36
® 9t°-36t=0 < t'—4t=0.

4e. —4t=0 < t(t—4)=0 < (t=0out=4)
. Pour t=0 on obtient x=1,y=9 etz=-3 M,(1;9;-3).
. Pour t=4 onobtient x=2X4+1=9, y=—2X4+9=1 et z4-3=1 M,(9;1;1)
ABM, ¢t ABM,

Partie C

D=M,(9;1;1) et C(7;3;-9)
I estle milieu de [DC]

xIZ%ZS yI=12;3=2 et 21—%2—4 1(8;2;—4)
8—3 5

ALl 2-1 | ATl |1| AP=5+1%+12=27 AI=V27=33
—4+5 1

Ona: AI=BI=CI=DI=3V3.

Conclusion :

343
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