Q3 Meilleur en maths

EXERCICE 4 Candidats n’ayant pas suivi I’'enseignement de spécialité 5 points

Les deux parties 1 et 2 sont indépendantes.

Chaque semaine, un agriculteur propose en vente directe a chacun de ses clients un panier de produits frais qui

contient une seule bouteille de jus de fruits. Dans un esprit de développement durable, il fait le choix de bou-

teilles de verre incassable et demande a ce que chaque semaine, le client rapporte sa bouteille vide..

On suppose que le nombre de clients de 1’agriculteur reste constant.

Une étude statistique réalisée donne les résultats suivants :

. al’issue de la premiére semaine, la probabilité qu’un client rapporte la bouteille de son panier est 0,9 ;

. siun client a rapporté la bouteille de son panier une semaine, alors la probabilité qu’il raméne la bouteille du
panier la semaine suivante est 0,95 ;

. sile client n’a pas rapporté la bouteille de son panier une semaine, alors la probabilit¢ qu’il raméne la bou-
teille du panier la semaine suivante est 0,2.

On choisit au hasard un client parmi la clientéle de 1’agriculteur. Pour tout entier naturel n non nul, on note

R, I’événement « le client rapporte la bouteille de son panier la n**™ semaine ».

1.a. Modéliser la situation étudiée pour les deux premicres semaines a 1’aide d’un arbre pondéré qui fera inter-
venir les événements R, et R, .

1.b. Déterminer la probabilité que le client rapporte ses bouteilles des paniers de la premiere et de la deuxieme
semaine.

1.c. Montrer que la probabilité que le client rapporte la bouteille du panier de la deuxieme semaine est ¢gale a
0,875.

1.d. Sachant que le client a rapporté la bouteille de son panier de la deuxieéme semaine, quelle est la probabilité
qu’il n’ait pas rapporté la bouteille de son panier de la premicre semaine ?
On arrondira le résultata 107 .

2. Pour tout entier naturel n non nul,on pose T, la probabilité que le client rapporte la bouteille du panier la

n*™ semaine. On a alors r,=P(R,) .
2.a. Recopier et compléter I’arbre pondéré (aucune justification n’est attendue) :

2.b. Justifier que pour tout entier naturel n non nul, r,,,=0,75r,+0,2
2.c. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul, r,=0,1x0,75 1408 .
2.d. Calculer la limite de la suite (r,) . Interpréter le résultat dans le contexte de I’exercice.
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CORRECTION

1.a. L’énoncé précise :

. al’issue de la premicre semaine, la probabilité qu’un client rapporte la bouteille de son paner est 0,9, donc
P(R,)=09 et P(R,)=1-0,9=0,1 ;

. sile client a rapporte la bouteille de son panier une semaine, alors la probabilit¢ qu’il raméne la bouteille
du panier la semaine suivante est 0,95, donc Py, (R,)=095 et PRI<R2): 1-0,95=0,05 ;

. sile client n’a pas rapporte la bouteille de son panier une semaine alors la probabilité qu’il ramene la bou-
teille du panier la semaine suivante est 0,2 donc P (R,)=0,2 et Py (R,)=1-0,2=08

. On obtient I’arbre pondéré :

0.95 R,

0.9

0.2 R,
0.1 —
R, <
0.8 R,
1.b. P(leRz):P(Rl)kal(Rz):0>9xoa95=
1.c. En utilisant I’arbre pondéré ou la formule des probabilités totales :
P(Rz):P(leRz)"'P(R1mR2):P(R1)XPR1(R2)+P(R1)XP1€1(R2) =0,9%0,95+0,1x0,2=0,855+0,02
P(Rz) = 3
1.d. On nous demande de calculer PRZ(Rl)
3 _P(R10R2> _ 0,02
PRz(Rl)_ - =
P(R,) 0,875

10°°

2.a.

0.95 R +1

n+1

n+1

R

n+1

2b. 1,.,=P(R,.,)=P(R,NR ,)+P(R,NR,, )=P(R,)xPy (R, )+P(R,)XPg (R,,,)
r,,,=1,%X0,95+(1—r, )%x0,2=0,95r,+0,2—0,2r,
r,.1=0,75r,+0,2
2.c. On veut démontrer en utilisant un raisonnement par récurrence que pour tout entier naturel n non nul,
r,=0,1x0,75""'+0,8 .
. Initialisation
=09 et 0,1x0,75"+0,8=0,1+0,8=0,9
La propriété est donc vérifiée pour n =1
. Hérédité
Pour démontrer que la propriété est héréditaire pour tout entier naturel n non nul, on suppose que :
r,=0,1x0,75""'+0,8 et on doit démontrer que r,,,=0,1x0,75"+0.8 .
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Or r,,,=0,75r,+0,2=0,75(0,1x0,75"'+0,8)+0,2=0,1x0,75"+0,75% 0,8+0,2=0,1 X0,75"+0,6 +0,2
r,,,=0,1x0,75"+0,8 .
. Conclusion
Le principe de récurrence nous permet d’affiermer que pour tout entier n non nul, r,=0,1x0,75"""'+0.8 .

2.d. 0 <0,75 <1 donc IEP 0,75"'=0 ¢ limr,=08

n-=>+w
A long terme 80 % des clients rapporteront chaque semaine la bouteille du panier de la semaine
précédente.
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