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EXERCICE 3                                                                                                      5 points

On considère la suite (In) définie par I0 = ∫
0

1
2

1
1−x

d x  et pour tout entier naturel  n  non nul :  In = ∫
0

1
2
x n

1−x
d x

1.  Montrer que I0=ln(2) .

2.a.  Calculer I0−I1

2.b.  En déduire I1 .

3.a.  Montrer que pour tout entier naturel  n,  In−In+1=
( 1

2)
n+1

n+1   

3.b.  Proposer un algorithme permettant de déterminer, pour un entier naturel  n  donné, la valeur de In .

4.  Soit n un entier naturel non nul.

     On admet que si  x  appartient à l’intervalle [0;
1
2 ]  alors 0⩽ x n

1−x
⩽ 1

2n−1 .

4.a.  Montrer que pour tout entier naturel non nul  n  0⩽In⩽
1

2n .

4.b.  En déduire la limite de la suite (In) lorsque  n  tend vers +∞ .

5.  Pour tout entier naturel  n  non nul, on pose

                                
Sn=

1
2
+
(1

2 )
2

2
+
(1

2 )
3

3
+…+

( 1
2 )

n

n
 

5.a.  Montrer que pour tout entier naturel  n  non nul, Sn=I0−In .
5.b.  Déterminer la limite de Sn  lorsque  n  tend vers +∞ .
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CORRECTION

1.  I0 = ∫
0

1
2

1
−x

d x  

     u(x )=1−x      u ' (x )=−1      pour tout nombre réel  x  de l’intervalle [0;
1
2 ]   u(x )>0 .

     f (x )= 1
1−x

=−
u ' ( x)
u( x)

     La fonction F définie sur [0;
1
2 ] par F(x )=−ln (u (x))=−ln(1−x )  est une primitive de f.

     I0=F(1
2)−F(00)=−ln( 1

2)+0 = ln(2).

 2.a.  I0−I1 = ∫
0

1
2

1
1−x

d x - ∫
0

1
2
x

1−x
d x = ∫

0

1
2

1−x
1−x

d x = ∫
0

1
2

1d x

         Soit  h  la fonction définie sur [0;
1
2 ]  par h(x )=1  alors la fonction H définie sur [0;

1
2 ]  par H (x )=x

         est une primitive de  h.

        I0−I1=H(1
2 )−H(0)= 1

2
−0=1

2

2.b.  I1=I2−
1
2
=ln (2)−1

2
 

3.a.  Pour tout entier naturel n
    

    In−In+1 = ∫
0

1
2
x n

1−x
d x  - ∫

0

1
2
x n+1

1−x
d x  = ∫

0

1
2 xn(1−x)

1−x
d x  = ∫

0

1
2

xn d x       

    Soit gn  la fonction définie sur [0;
1
2 ]  par gn(x )=x

n  alors la fonction Gn  définie sur [0;
1
2 ]  par 

    Gn( x)=
x n+1

n+1
 est une primitive de gn .

    
In−In+1=Gn(1

2 )−Gn(0)=
(1

2 )
n+1

n+1
3.b.  Pour tout entier naturel  n

        
In+1=In−

( 1
2)

n+1

n+1

        Algorithme 
                                     n  est un entier naturel donné
                                     k  est un entier naturel
                                     I  est un nombre réel

        Initialisation      k←0
                                    I←  ln (2)
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        Traitement          Tant que k<n , faire
                                              k←k+1  

                                              
I←I−

(1
2 )

k

k
                                      Fin Tant que

        Sortie                    Afficher  I

4.a.  On admet que pour tout entier naturel non nul  n, 0⩽ x n

1−x
⩽ 1

2n−1

        En utilisant les propriétés des intégrales et de la relation d’ordre

        ∫
0

1
2

0 d x  ⩽  ∫
0

1
2
x n

1−x
d x  ⩽  ∫

0

1
2

1
2n−1 d x

        
0⩽In⩽

1

2n−1 ∫
0

1
2

1d x

        0⩽In⩽
1

2n−1 (1
2
−0)

        0⩽In⩽
1

2n

4.b.  0< 1
2
<1      donc     lim

n →+∞( 1
2)

n

=0 .

         Le théorème des gendarmes nous permet d’affirmer que lim
n→+∞

In=0 .

5.  Pour tout entier naturel non nul  n :

     
Sn=

1
2
+
(1

2 )
2

2
+
(1

2 )
3

3
+…+

( 1
2 )

n

n
     

     
Sn+1=Sn+

( 1
2)

n+1

n+1
     On veut démontrer en utilisant un raisonnement par récurrence que pour tout entier naturel non nul  n, on a :
     Sn=I0−In .
     Initialisation

     Pour n=1  on a  S1=
1
2

 et nous avons démontrer que I0−I1=
1
2

.

     La propriété est donc vérifié pour n = 1.
     Hérédité
     Pour démontrer que la propriété est héréditaire pour tout entier naturel non nul  n, on suppose que :
     Sn=I0−In   et on doit démontrer que Sn+1=I0−In +1 .
    

    Or I0−In+1=I0−(In−
(1

2)
n+1

n+1
)=I0−In+

( 1
2)

n+1

n+1
=Sn+

( 1
2)

n+1

n+1
=Sn+1

    Conclusion
    Le principe de récurrence nous permet d’affirmer que pour tout entier naturel non nul  n on a :
    Sn=I0−In .
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5.b.  lim
n →+∞

In=0     donc     lim
n →+∞

Sn=I0 = ln(2).

Compléments
On peut proposer un programme en Python de l’algorithme.
Programme

Exécution
.  n=1

.  n=10

.  n=30 

.  n=50

Remarque
On peut démontrer que si n⩾100  alors 0,5n<10−30 .
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