&Y Meilleur en maths

Exercice B au choix du candidat 5 points

Le candidat doit traiter un seul des deux exercices A et B.
Il indique sur sa copie I’exercice choisi : exercice A ou exercice B.
Pour éclairer son choix, les principaux domaines abordés par chaque exercice sont indiqués dans un
encadré.
Exercice B

Principaux domaines abordés:
Fonction logarithme - limites - dérivation

Partie I
Le graphique ci-dessous donne la représentation graphique dans un repere orthonormé de la fonction f définie
21 -1

sur I’intervalle ]0;+o[ par: f(XF% )

1

1 2 3 4
-1 ¢
-2

1. Déterminer par le calcul I’unique solution « de I’équation f(x)=0.
On donnera la valeur exacte de « ainsi que la valeur arrondie au centiéme.

2. Préciser, par lecture graphique, le signe de f(x) lorsque x varie dans I’intervalle ]0;+oof .

Partie 11

On considére la fonction g définie sur I’intervalle ]0;+o0o[ par: g(x)=(In(x))*~In(x) .
1.a. Déterminer la limite de la fonction g en 0.
1.b. Déterminer la limite de la fonction g en +oo.

2. Onnote g’ la fonction dérivée de la fonction sur I’intervalle 10;+00] .

Démontrer que, pour tout nombre réel x de ]0;+o[,on a: g ’(x)—f(X) ,ou f désigne la fonction
définie dans la partie 1.

3. Dresser le tableau de variations de la fonction g sur I’intervalle ]0;+o.
On fera figurer dans ce tableau les limites de la fonction g en 0 et en +co,ainsi que la valeur du
minimum de g sur ]0;+oo] .

4. Démontrer que, pour tout nombre réel m>—0,25 ,I’équation g (x)Zm admet exactement deux solutions.

5. Déterminer par le calcul les deux solutions de I’équation g (x)= 0.
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Partie I
21 -1
Pour tout nombre réel x de I’intervalle |0;+o[, f (x)zw .
1. x€}0;+o[

f(x)=0 <

1

—21n(x)—1:0 © 2In(x)-1=0 & 2mln(x)=1 o 111(x):§:0,5 = x=c"=ve
x

a=+e=1,65 (valeur arrondie au centiéme).

2. o est’abscisse du point d’intersection de la courbe représentative de f et de I’axe des abscisses.
Si O<x<a alors la courbe est en dessous de 1’axe des abscisses et f(X)<0 .
Si  a<x alors la courbe est au dessus de 1’axe des abscisses et f(X)>0.

X 0 a +00

f(x) — 0 +

Partie I1

la. x€]0;+0] g(x)=(In(x))’~In(x)=In(x)(In(x)-1)

lim In (x)=— lim (In(x)—1)=— i s
lim In(x)=—c0 ¢ lim (In(x)=1)==0 gope limglx)=+eo

Lb. lim 1n(x):+oo ot lim (ln(x)—l):+oo donc lim g(x):+oo'

X+ x>+ X=>+00

2 (=L (n(x)P) =2m(x)x(n(x) =2mm(x)x L =2
()=l L2l Ly
3.
X 0 a +00
g'(x) —~ 0 +
9(x) \ /

g(a)=(In(a)f~In(a) or In(a)=0,5 et g(a)=025-0,5=—0,25

4. g est dérivable et strictement décroissante sur I’intervalle ]0;a[ a valeurs dans ]—0,25;+[ , le théoréme
des valeurs intermédiaires nous permet d’affirmer que si me&]|—0,25;+o[ alors m admet un unique
antécédent B appartenanta ]0;af .

g est dérivable et strictement croissante sur ’intervalle | ;+oo[ a valeurs dans |—0,25;+00[ , le théoréme
des valeurs intermédiaires nous permet d’affirmer que si me&]|—0,25;+0] alors m admet un unique
antécédent S, appartenanta ]a;+oo] .

Conséquence :

Si m >—0,25 alors I’équation g(X)=m admet exactement 2 solutions f; et f3,.

5. g(x)=0 & In(x)(In(x)-1)=0 < (In(x)=0 ou In(x)—1=0)
In(x)=0 & x=e’=1 In(x)=1 & x=e'=e
Les deux solutions de 1’équation g(x)=0 sont: 1 et e.
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