Q3 Meilleur en maths

Exercice 3 7 points

Afrique du Sud-Bulgarie-Comores-Djibouti-Kenya-Liban-Lituanie-Madagascar-Mozambique-Ukraine

Le sujet propose 4 exercices.

Le candidat choisit 3 exercices parmi les quatre et ne doit traiter que ces 3 exercices.
Chaque exercice est noté sur 7 points ( le total sera ramené sur 20)).

Les traces de recherche , méme incompleétes ou infructueuses, seront prises en compte.

Thémes: Suites - Fonctions - Fonction exponentielle

Partie A

On considére la fonction f définie pour tout réel x par: f(x)=1+x—e"*7.

On admet que la fonction f est dérivable sur IR . Onnote f  sa fonction dérivée.

1.a. Déterminer la limite de f en —o0 .

0,5x
1.b. Démontrer que,pour tout réel non nul, f (x): 1+0,5 x(2 — g 5y Xe_z) ;

En déduire la limite en +o0 .

2.a. Déterminer f (x) pour tout réel x.

2.b. Démontrer que I’ensemble des solutions de ’inéquation f'(x)<0 est I'intervalle ]4+21In(2);+o0] .

3. En déduire des questions précédentes le tableau de variations de la fonction f sur R,
On fera figurer la valeur exacte de I’image de 4+2In(2) par f.

4. Montrer que 1’équation f (x)=0 admet une unique solution sur I’intervalle [-1;0].

Partie B

On considere la suite (un) définie par u,=0 et pour tout entier naturel n, u,,,=f (un) ou f estla fonction

définie dans la partie A.

1.a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u,<u,,;<4.
1.b. En déduire que la suite (un) converge. On notera L la limite.

2.a. Onrappelle que f vérifie la relation f(L)=L . Démontrer que L=4.
2.b. On considere la fonction valeur écrite ci-dessous dans le langage Python :

def valeur(a):
u=0
n=0
while < a:
u=1+u-exp(0.5*u-2)
n=n+1
return n

L’instruction valeur(3,99) renvoie la valeur 12. Interpréter ce résultat dans le contexte de I’exercice.
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Partie A
la. f(x)=1+x—e"*
lim 0.5x—2=—0 ¢ Xhﬁ’wexzo donc lim e =0
fim 1#¥== gone lim flx)==cc,
e0,5x
1b. x#0  f(x)=1+0,5xx2—e*"Xe >=1+0,5x X 2—05x><e‘2)
. _ eX 0,5x ’ e0,5x
lim 0,5x=+0 o (im £ =4+ donc lim =400 et lim — Xe *=—o0
Xt X+ x>+ U, X X+ DX
lim 0,5x=+0 gonc xl_i)r&f(x)Z—oo'
2.a. ("7%)=0,5¢""7 f'(x)=1-0,5¢""""
2b. f(x)=0 = 1=05¢""7 015=2=e°’5” e In(2)=05x-2 « %:

& x=4+2In(2)

f'(x)<0 PN 1<0,5€O’5x_2 PN 2<eO,5x—2 PN e1n(2)<eo,5x72 PN ln(2)<0,5x—2
In(2)+2
0,5

deméme f(x)>0 < 4+2In(2)>x>0

f(4+21n(2))=1+4+2In(2)—e*"??=5+421n(2)—e"?=5-21n(2)-2

f(4+2In(2))=3+21In(2)

<x o 4+2In(2)<x

3. Tableau de variation de f

X |-00 4+2In(2) +00
f'(x) + 0 -
3+2In(2)
-0 -0

4. £(0)=1-e’>0 f(—1)=—e <0
f est dérivable et strictement croissante sur [-1;0], f(-1)<0 et f(0)>0 donc le théoréme des valeurs
intermédiaires nous permet d’affirmer que 1’équation f(x)=0 admet une unique solution appartenant
a I’intervalle [-1;0].

Partie B

1.a. On veut démontrer en utilisant un raisonnement par récurrence que, pour tout entier naturel n :

u,<u,,; <4.

. Initialisation
u,=0 u,=f(0)=1-¢>0 et u;<1<4 donc u,Su,;<4.
La propriété est vérifiée pour n=0.

. Hérédité
Pour démontrer que la propriété est héréditaire pour tout entier naturel n, on suppose que :
u,<u,,; <4 eton doit démontrer que : U, SUu,,, <4,
f est croissante sur |—o0;:4+21n(2)[ donc :

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés

Page 2



@ Meilleur en maths

si U, <u,,;<4 alors f(u,)<f(u,, )<4.
or f(u,)=u,,, et f(u,)=u,, et f(4)=1+4—e’’=5-c"=5-1=4
donc U, SU,,,<4.
. Conclusion
Le principe de récurrence nous permet d’affirmer que pour tout entier naturel n : u,<u,, ;<4 .
1.b. Pour tout entier naturel n: u,<u,,; donc la suite (un) est croissante et u,<4 donc la suite

est majorée par 4.
Conséquence : la suite (u,) converge.

2. f(L)=L o 1+L—-""2=L o 1=¢"'? o In(1)=0,5L-2 < 0=05L-2
< 05L=2 < L=é=4.

2.b. Uy, est le premier terme de la suite (u,) tel que 3,99<u, .
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