Q3 Meilleur en maths

Exercice 1 7 points

Métropole — Antilles - Guyane
Le sujet propose 4 exercices.
Le candidat choisit 3 exercices parmi les quatre et ne doit traiter que ces 3 exercices.
Chaque exercice est noté sur 7 points ( le total sera ramené sur 20)).
Les traces de recherche , méme incompleétes ou infructueuses, seront prises en compte.

Thémes: Fonction exponentielle - Suites

Dans le cadre d’un essai clinique on envisage deux protocoles de traitement d’une maladie ;

L’objectif de cet exercice est d’étudier, pour ces deux protocoles, 1’évolution de la quantité de médicament
présente dans le sang d’un patient en fonction du temps.

Les parties A et B sont indépendantes.

Partie A : Etude du premier protocole

Le premier protocole consiste a faire absorber un médicament, sous forme de compriné, au patient.

On modé¢lise la quantité de médicament présente dans le sang du patient, exprimé en mg, par la fonction f
définie sur I’intervalle [0;10] par : f(t)=3te """ ou t défini le temps, exprimé en heure, écoulé depuis
la prise du comprimé.

1.a. On admet que la fonction f est dérivable sur I’intervalle [0;10] et on note f sa fonction dérivée.
Montrer que, pour tout nombre réel t de [0;10],ona: f (t)=3t(—0,5t+1)e” """ .

1.b. En déduire le tableau de variation de la fonction f sur I’intervalle [0:10].

1.c. Selon cette modélisation, au bout de combien de temps la quantité de médicament présente dans le
sang du patient sera-t-elle maximale ?
Quelle est alors cette quantité maximale ?

2.a. Montrer que ’équation f(t)=5 admet une unique solution sur Iintervalle [0;2] notée « dont
on donnera une valeur approchée a 10~ prés.
On admet que I’équation f (t)=5 admet une unique solution sur I’intervalle [2;10] notée S et
qu’une valeur approchée de 8 a 107 prés est 3,46.

2.b. On considére que ce traitement est efficace lorsque la quantité de médicament présente dans le sang
du patient est supérieure ou égale a 5 mg.
Déterminer, a la minute prés, la durée d’efficacité du médicament dans le cas de ce protocole.

Partie B : Etude du deuxiéme protocole

Le deuxiéme protocole consiste a injecter, initialement au patient, piqlre intraveineuse, une dose de 2 mg
de ce médicament puis a réinjecter toutes les heures une dode de 1,8 mg.

On suppose que le médicament se diffuse instantanément dans le sang et qu’il est progressivement ¢liminé.

On estime que lorsqu’une heure s’est écoulée apres une injection, la quantité de médicament présente dans
le sang a diminué de 30 % par rapport a la quantité présente immédiatement apres cette injection.

On modélise cette situation a I’aide de la suite (u,) ou pour tout entier naturel n, u, désigne la quantité
de médicament, exprimé en mg, présente dans le sang du patient immédiatement aprés 1’injection de la
n™ heure. On a donc u,=2 .

1. Calculer, selon cette modélisation, la quantit¢ u; de médicament ( en mg) présente dans le sang du
patient immédiatement aprés 1’injection de premicre heure.
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2. Justifier que, pour tout entier naturel n,ona: u,,;=0,7u,+1,8 .

3.a. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona: u,Su,,, <6 .
3.b. En déduire que la suite (un) est convergente.

Onnote L sa limite.
3.c. Déterminer la valeur de L. Interpréter cette valeur le contexte de I’exercice.

4. On consideére la suite (Vn) définie pour tout entier naturel n, par v,=6—u, .

4.a. Montrer que la suite (v,) est une suite géométrique de raison 0,7 dont on précisera le premier terme.

4.b. Déterminer I’expression de Vv, en fonction de n, puis U, en fonction de n.

4.c. Avec ce protocole, on arréte les injections lorsque la quantit¢ de médicament présente dans le sang du
patient est supérieure ou égale a 5,5 mg.
Déterminer, en détaillant les calculs, le nombre d’injections réalisées en appliquant ce protocole.

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés



&Y Meilleur en maths

Partie A

la. t€[0;10]  f(t)=3te ™"
(3t)':3 (e—O,St+l)':_0,Se—0,5t+l
f(t)=3¢ """ +3t(—0,5¢ *"")=3(1-0,5t)e "',
1.b. Pourtout t€[0;10] ona 3¢ *'*'>0 donc lesignede f (t) estlesignede 1—0,5t.

— = = =t =
10,5t0@10,5t©0’5 o t=2

1-0,5t>0 < 1>05t < 2>t

1-0,5t<0 < 2<t

f(0)=0 f(2)=6xe"=6  f(10)=30e *~0,55
Tableau de variation de f

x |o 2 10
f'(x) + 0 —
6
f(x) /
0 £(10)

le. f(2)=6 (mg) est la quantité maximale de médicament présente dans le sang du patient.
2.a. f est dérivable et strictement croissante sur [0;2] a valeurs dans [0;6], 5€[0;6] donc le théoréme des
valeurs intermédiaires nous permet d’affirmer que 1’équation f (t)=5 admet une unique solution
a appartenant a [0;2].
En utilisant la calculatrice on obtient a=1,02 a 10~ prés.
De méme 1’équation f(t)=5 admet une unique solution S appartenant a I'intervalle [2;10].
B=3,46 4107 pres.
2.b. En considérant le tableau de variation de f, on obtient les solutions de I’inéquation f (t)> 5.
f(t)=5 < [a;p].
La durée (en heure) d’efficacité du médicament est: f—a=3,46—1,02=2,44 h
1 h=60 min donc 0,44 h=0,44X60 min
0,44 X60=26,4 .
La durée d’efficacité du médicament est de 2 h 26 min.

Partie B

1. Au début de la premiére heure, la quantité¢ de médicament dans le sang du patient est : 2 mg (u,=2) .
Pendant la premiére heure la quantité de médicament a diminué de 30 % soit 2 X%Zoﬁ mg .
La quantité de médicament restant dans le sang avant la piqare de la premiére heure est : 2—0,6=1,4 mg .
Apres la piqire de la premicre heure, la quantité de médicament présente dans le sang du patient est :
1,4+1,8=3,2 mg donc u,=3,2.
2. Au début de la (n+1)*™ heure la quantité de médicament présente dans le sang du patient est : u,, .
: . . . . 30
Pendant la (n+1)*™ heure la quantité de médicament diminue de 30 % soit unxm= 0,3u, .
La quantité de médicament restant dans le sang du patient avant la piqlre de la (n+1)
u,—0,3u,=0,7u, .
Aprés la piqiire de la (n+1)*™ heure, la quantit¢ de médicament dans le sang du patient est :
0,7u,+1,8 mg .
DOHC Upe1= 097 u, + 198 .

eéme

heure est :
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3.a.

On veut démontrer en utilisant un raisonnement par récurrence que pour tout entier naturel n,on a:
u,<u,, <6

n+1

. Initialisation

u,=2 u,=3,2 donc u,<u,<6
La propriété est vérifiée pour n=0.

. Hérédité

Pour démontrer que la propriété est héréditaire, on suppose que u,<u,,;<6 et on doit démontrer que
Uy SU,»<6 .

Si u,<u,,,;<6 alors 0,7u,<0,7u,,,<0,7X6=4,2 et 0,7u,+1,8<0,7u,,,+1,8<4,2+1,8=6

SOit U,y SU,,,<6

. Conclusion

3.b.

3.c.

4.a.

4.b.

4.c.

Le principe de récurrence nous permet d’affirmer que pour entier naturel n,ona: u,<u,,;<6 .
Pour tout entier naturel n, u,<u,,; donc la suite (un) est croissante et u,<6 donc la suite (un)
est majorée par 6.

Toute suite croissante et majorée est convergente donc la suite (u,) est convergente.

Onnote lim u,=L. Onadonc lim u,,,=L.

n-3+w n+w
Pour tout entier naturel n, u,,;=0,7u,+1,8 .
1,8
0,3
La quantité maximale possible de médicament dans le sang du patient est 6 mg.
Pour tout entier naturel n, v,=6—u, < u,=6—v,
v,,,=6—u_,,=6—(0,7u,+1,8)=4,2—0,7u,=4,2—0,7X(6—v_)=0,7 v,
(vn) est la suite géométrique de raison 0,7 et de premier terme vo=6-u,=6-2=4.
Pour tout entier naturel n, v,=v,Xq" '=4x0,7".
u,=6—v,=6—4x0,7".
u,>55 < 6-4x0,7">55 © 6-5524x0,7" < 0,5>4x0,7"
In est une fonction croissante sur ]0;+oo] .
e In(0,5)>In(4x0,7") < 1In(0,5)=>In(4)+In(0,7") < In(0,5)—In(4)>nxIn(0,7)
0<0,7<1 donc In(0,7)<In(1)=0
In(0,5)—1In(2) <
n(0,7)

Onobtient: L=0,7XxL+1,8 < 03xL=1,8 < L=2-=6,

In(0,5)—1In(4)
In(07)

En utilisant la calculatrice, ~35,83

n est un entier naturel.

& 6<n
En appliquant le deuxiéme protocole, il faut 7 injections (la piqlre initiale puis les 6 piqtlires
toutes les heures jusqu’a la sixiéme heure) pour obtenir dans le sang du patient une quantité
de médicament supérieure ou égale a 5,5 mg.
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