QY Meilleur en maths

Exercice 4 7 points

Le sujet propose 4 exercices.

Le candidat choisit 3 exercices parmi les quatre et ne doit traiter que ces 3 exercices.
Chaque exercice est noté sur 7 points ( le total sera ramené sur 20)).

Les traces de recherche , méme incompletes ou infructueuses, seront prises en compte.

Théme: Géométrie du plan et de I'espace

On consideére le cube ABCDEFGH d’aréte de longueur 1.

L’espace est muni du repére orthonormé (A ; AB; AD;AE).

Le point I est le milieu du segment [EF], K est le centre du carré¢ ADHE et est le milieu de [AG].
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Le but de [’exercice est de calculer de deux manieres différentes la distance du point B au plan (AIG).
Partie 1 : Premiére partie

1. Donner sans justification les coordonnées des points A, B et G.
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On admet que les points I et K ont pour coordonnées : 1(5 ;051 ) et K (0 S5
2. Démontrer que la droite (BK) est orthogonale au plan (AIG).
3. Vérifier qu’une équation cartésienne du plan (AIG) est: 2x—y—z=0.

4. Donner une représentation paramétrique de la droite (BK).
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5. En déduire que le projeté orthogonal L du point B sur le plan (AIG) a pour coordonnées L(

6. Déterminer la distance du point B au plan (AIG).

Partie 2 : Deuxiéme méthode

1
On rappelle que la volume d’une pyramide est donné par la formule Vzg X B Xh ou R est’aire d'une

base et h la hauteur associée a cette base.
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1.a. Justifier que dans le tétracdre ABIG, [GF] est la hauteur associée a la base AIB.
1.b. En déduire le volume du tétraédre ABIG.

2. On admet que AI=IG=% etque AG=v3.

Démontrer que I’aire du triangle isocele AIG est égale a \/T unité d’aire.

3. En déduire la distance du point B au plan (AIG).
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Partie 1

1. A(0;0;0) B(1;0;0) G(1;1;1)
—1
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2. I|=:0;0] K|0;=;= BK | 2 AG |1 Al
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La droite (BK) est orthogonale au plan (AIG) si et seulement si BK est orthogonal a deux vecteurs non
colinéaires du plan (AIG) par exemples : Al et AG .

BR . AT=—IxL+ix0+Lx1=0
2 2 2

]?I»(.XG:—IX1+%X1+%XIZO,

Donc (BK) est orthogonale au plan (AIG).

3. BK estun vecteur normal au plan (AIG).
1 1

M (x;y;z) appartient a (AIG) si et seulementsi: AM.BK=0 < x><(—1)+y><5+z><5:0
o —x+%y+%z=0 < 2x—y—z=0
4. M(x;y;z) appartient a (BK) si et seculement s’il existe un nombre réel t tel que BM=tBK
x—1= —t x= —t+1
1 1
=—t =—t
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5. Le projeté orthogonal L du point B sur le plan (AIG) est le point d’intersection de la droite (BK) et
du plan (AIG).

2x—y—z= 0
x= —t+l

1

On résout le systeme y= Et

Zzlt

2

On obtient :

2X(—t+1)—%t—lt20 & —2t+2—-t=0 o -3t+2=0 o t:%

2
2_1 111
XZ== —i= =
3 3 ct L(3 ’ 3’3) '
6. La distance du point B au plan (AIG) est BL.

111 , (1 1V 1V 4 1 1 6
B(1:0: Ll=:=:=] BL=|==1|+|=|+|=]|=2+=+==>
(1;050) (3’3’3) (3 ) (3) (3) 9 9 9 9

BL= ——76 unité de longueur.
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Partie 2 :

l.a. [GF] estune aréte du cube donc [GF] est orthogonal a la face AFBA, la base ABI du tétracdre
ABIG est contenue dans cette face donc [GF] est la hauteur, du tétraecdre ABIG, associ¢e ala
base ABIL
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1.b. ABI est un triangle isocele en I dont la base est {AB] de longueur 1 et de hauteur [1J] de longueur 1,
J est le milieu de [AB]
B Z%X 1x1 :% unité d’aire.
La hauteur associée a la base ABI, dans le tétracdre ABIG, est [GF] de longueur 1.

1.1 1 .
Le volume du tétracdre ABIG est : V=§ XEX 1 =g unité de volume.

2. O est le milieu de [AG].
Le triangle AIG estisocele en I donc [IO] est la hauteur du triangle AIG issue de 1.

1 1 11
1(59091) 0(59595)

2 2 2
or=(L-L1)sfo-L)+[1-L) =0+ Lsll = \ﬁ Jz
2 2 2 2 4 4 2 Nl
V2
AG=+3 T’aire du triangle AIG est EXBX? T unité d’aire.

3. La hauteur du tétracdre ABIG associée a la base AIG est h=BL distance du point B au plan AIG.

1 V6 1_ 6 12 2 2J6 V6
S SR L VN —~=—xh —~==h h=—+ =
V= < < 6v6 = e 3

6 37 4 6 12 unité de longueur.
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