&Y Meilleur en maths

Exercice 3 7 points

Sujet septembre
Le sujet propose 4 exercices.
Le candidat choisit 3 exercices parmi les quatre et ne doit traiter que ces 3 exercices.
Chaque exercice est noté sur 7 points ( le total sera ramené sur 20)).
Les traces de recherche , méme incompletes ou infructueuses, seront prises en compte.

Thémes; Fonction - Fonction logarithme

Soit g la fonction définie sur Iintervalle ]0;+oo[ par: g(x)=1+x’[1-2In(x)].
La fonction g est dérivable sur I’intervalle ]0;+oo[ et on note € la courbe représentative de la fonction
g dans un repere orthonormé du plan.

Partie A :
1. Justifier que g(e) est strictement négatif.

2. Justifier que lim g(x)=—oo

x>+

3.a. Montrer que, pour tout x appartenant a I’intervalle 10;+o[, g '(x)——4x1n (x) )

3.b. Etudier le sens de variation de la fonction g sur ’intervalle 10;+o0] .

3.c. Montrer que I’équation g(x)=0 admet une unique solution, notée « , sur I’intervalle [1;400].
3.d. Donner un encadrement de « d’amplitude 107>.

4. Déduire de cequi précéde le signe de la fonction g sur [1;+00] .

Partie B :

1. On admet que, pour tout x appartenant a I’intervalle [1;a], g ' (x)=—4[In(x)+1].
Justifier que la fonction g est concave sur I’intervalle [1;a].

2. Sur la figure ci-dessous, A et B sont les points de la courbe € d’abscisses respectives 1 et o .

2.a. Déterminer 1’équation de la droite (AB).
2.b. En déduire que, pour tout réel x appartenant a I’intervalle [1; ] :

g(x)> -2 2a

+
o—1 o oa—1"
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Partie A :

1. gle)=1+e’[1-2In(e)]=1+e*(1-2)=1—e’~—6,39<0

2. x€]0;+0]  g(x)=1+x’[1-2In(x)]
J=—0w o lim (1-2In(x))=—o0
(

x>+

lim In(x)=+0 4, lim — 21n(x

x>+

d’autre part hmx =+00 o lim x° l—21n(x)):—oo donc lim g(x):—oo'

X +o0 x=>+00
3a. (x7)=2x (1—21In(x —2><%
g'(x)=2x[1-2In(x ( %)=2x—4xln(x)—2x:—4xln(x)
3.b. Pour tout x de I’intervalle ]0;+oo[, x>0 donc le signe de g'(x) est le signe de —41In(x).
X 0 1 +o
In(x) - 0 +
-4In(x) + 0 -

g est strictement croissante sur I’intervalle ]0;1] et strictement décroissante sur I’intervalle [1;+00].
g(1)=1+1(+1)=2 est le maximum de g sur I’intervalle ]0;+o0] .

3.c. g est dérivable et strictement décroissante sur I’intervalle [1;+0o[ a valeurs dans I’intervalle ]—o0;2 ]
0€]—0;2] donc le théoréme des valeurs intermédiaires nous permet d’affirmer que I’équation :
g(x)=0 admet une unique solution « appartenanta [1;+oo] .

3.d g(1)>0 et g(e)<0 donc l<a<e
g(2)=1+4x(1-2In(2))=—0,55<0 donc l<a<2.

Par balayage ou dichotomie, on obtient : 1,89<a<1,90

4. Si l1<x<a alors g(1)=g(x)>g(a)=0
Si a<x alors gla)>g(x)
On donne le signe sous la forme d’un tableau.

X 1 a +00

g(x) |2 + 0 —

Partie B

1. On admet que, pour tout x appartenant a I’intervalle [1;a], g “(x)=—4[In(x)+1].
Si 1<x<a alors In(1)=0<In(x) et 1<l+In(x) donc g (x)<0.

La fonction g est concave sur [1;a].
2a. g(1)=2  A(1;2)  gla)=0 B(a;0)

—g(1 -2
Le coefficient directeur de la droite (AB) est égal a : g (aa) _f( ) =1
(AB) y: x+b g( ) O donc O_ C{+b = b:—a
—1 -1 a—1
. . g . — 2 2a
L’¢équation réduite de la droite (AB)est: y= 1 x+ o1

2.b. g estconcavesur [1;a], A et B appartiennenta € donc le segment [AB] est en dessous de la
courbe € c’est a dire pour tout x de I’intervalle [1;a] le point M (x ;g (X)) est au-dessus du point

P(x;_—2x+ 2a ) donc g(x)?a__zl x+ 2a .

a—1  a-1 a—1
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