Q3 Meilleur en maths

Exercice 1 5 points

Partie A

On considére la fonction f définie sur I’intervalle ]0;+oo| par :
f(x)=1+x"—2x"In(x) .
On admet que f est dérivable sur I’intervalle ]0;+o[ etonnote f " sa fonction dérivée .

1. Justifier que lim f(x)=1, en remarquant que f(x)=1+x’(1-21In(x)), justifier que lim f(x)=—o0.

x>0 x=>+o0
2. Montrer que pour tout réel x de Iintervalle ]0;+oo[, f'(x)=—4In(x).

3. Etudier le signe de f (x) sur I’intervalle ]0;+oo[, puis dresser le tableau de variations de la fonction
sur I’intervalle ]0;+oo] .

4. Démontrer que I’équation f (x)=0 admet une unique solution «a dans I’intervalle ]1;+0o0[ et que
a€llse].
On admet dans la suite de I’exercice que I’équation f(x)=0 n’admet pas de solution sur I'intervalle
J0;+00] .

5. On donne la fonction ci dessous écrit en Python. L’instruction from lycee import* permet d’accéder
a la fonction In.

from lycee import *

def f(x):
return 1+x**2-2*x**2In(x)

def dichotomie(p):
a=1
b=2.7
while b-a>10**(-p):
if f(a)*f((a+b)/2)<0:
b=(a+b)/2
else:
a=(atb)/2
return(a,b)

On a écrit dans la console d’exécution :

>>> dichotomie(1)

Parmi les quatre propositions ci-dessous , recopier celle affichée par I’instruction précédente ?
Proposition A :  (1,75;1,9031250000000002)

Proposition B:  (1,85;1,9031250000000002)

Proposition C:  (2,75;2,9031250000000002)

Proposition D :  (2,85;2,9031250000000002)

Partie B

fx
On considere la fonction g définie par I’intervalle 10;+00] par : g(x ): I-E- )2 .
X

On admet que g est dérivable sur I’intervalle |0;+o| et onnote g’ sa fonction dérivée.
On note €, la courbe représentative de la fonction g dans le plan rapporté au repére (O;i;j).

fx
1. Démontrer que pour tout réel x de ’intervalle 10;+00[ g,(X):ﬁ'
x(1+x
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2. Démontrer que la fonction g admet un maximumen x =« .

o)l=
On admet que gla) FPER

3. Onnote T, latangente a €, au point d’abscisse 1 et T, latangente au point d’abscisse « .
Déterminer, en fonction de o les coordonnées du point d’intersection des droites T, et T, .
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Partie A

1. Pour tout nombre réel x de I’intervalle ]0;+oo] :
. f(x)=1+x"-2x"In(x)

limx*=0 limxIn(x)=0 donc lim—2x’In(x)=0 pour la somme lim f(x)=1.
x>0 x20 x>0 x>0

. f(x)=1+x*(1-21In(x))
lim In(x)=+o donc lim —2In(x)=—o0 et lim x’=+o0o pour le produit lim x*(1—21In(x))=—o0 et

x>+ X400 X+ x>+

lim f(x)=—o0

x>+

2. Pour tout nombre réel x de I’intervalle ]0;+oo] :
D1 ,
(ln(x)):; (x*)=2x

f'(x)=O+2x—4xln(x)+2x2><l=—4xln(x)
X

x>0

—4In(x)=0 < In(x)=0 < x=1

Si 0<x<l alors In(x)<0 o —4xIn(x)>0
Si 1<x alors In(x)>0 e —4xIn(x)<0.

3. Tableau de variations de f

f(x) + 0 —

2
f(x) / \
1

f(1)=1+1-0=2

4. f est continue et strictement décroissante sur [ 1;+o0| a valeurs dans |—;2], le théoréme des valeurs
intermédiaires nous permet d’affirmer que 0 appartenanta |—o0;2] admet un unique antécédent «
appartenant a [ 1;+00[, c¢’est & dire que I’équation f(x)=0 admet une unique solution « appartenant
a [1;+00].

On remarque que f(e)=1+e’—2¢’In(e)=1-e’<0.
f est continue et strictement décroissante sur [1;e] a valeurs dans [f(e);f(1)]=[1—¢*;2] donc
I’équation f(x)=0 admet une unique solution appartenant 4 [1;e] donc « appartienta [1;e].

5. On a écrit sur la console d’exécution : >>>dichotomie(1) donc p=1.
Le programme retourne un encadrement de @ a 10" prés et 1<a<ex=2,73.
e<2,75 et e<2,85 donc les propositions C et D sont fausses.
1,9031250000000002—1,75>0,1 donc la proposition A est fausse.
Si I’une des quatre propositions est le résultat retourner par la console alors cette proposition est la B.

Partie B
. In(x)
1. Pour tout nombre réel x de I’intervalle ]0;+oo] : g(x)z I+
b
(o] ,
u(x)=In(x) u (x):; V(x)=1+x2 v'(x)=2x
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l><(l+)c2)—2xln()c)

(o lxvlr)—ulehx(n) S
g( ) VZ((.X)> ( ) (1+x2)2
. :1+x2—2xln x)_ f(x
g ( ) x(1+x2)2 x(l+x2)2.

2. Sur ]0;1] f estune fonction strictement croissante et 11_{1; f(x)=1 " donc 1<f(x)

conséquence 0<f(x) .

Sur [1;+o[ f est strictement décroissante et f(a)=0 donc :

si 1<x<a alors f(x)>f(a)=0

si a<x alors f(a)=0>f(x).

On obtient :

si O<x<a alors g'(x)>0 et g est strictement croissante sur ]0; ]
si a<x alors g'(x)<0 et g est strictement décroissante sur [ 1;+oo] .
Conséquence : g admet un maximum pour x=c .

1
On admet que g(O‘):z 7.

a
In(1) f(1) 2 1 1
3 1)= =0 4 = /I ="=_ T —0==—(x—1 T == x——=
g()lﬂ2 (N=="=777 oy (x—1) oYSx—o
1 1
a)= ! =0 T, =
g( ) 2 g(a) y a0’
_1 1
R . 1 o
onobtient: X~ 5= o x=l+—
Y= 2
2a
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