&Y Meilleur en maths

Exercice 1

5 points

Partie A

On considére la fonction g définie sur I’intervalle ]0;+o0o[ par: g(x)=In(x")+x—2.

1. Déterminer les limites de la fonction g aux bornes de son ensemble de définition.

2. On admet que la fonction g est dérivable sur I’intervalle 10;+00] .
Etudier les variations de la fonction g sur I’intervalle ]0;+o] .

3.a. Démontrer qu’il existe un unique réel strictement positif o tel que g (Ot ) =0.
3.b. Déterminer un encadrement de « d’amplitude 1072,

4. En déduire le signe de la fonction g sur I’intervalle ]0;+oo] .

Partie B

On considére la fonction f définie sur I’intervalle |0;+oo[ par: f(x)=

On pose €t la courbe représentative de f dans un repére orthonormé.

1.a. Déterminer la limite de la fonction f en O.
1.b. Interpréter graphiquement le résultat.

2. Déterminer la limite de la fonction f en +oo .

3. On admet que la fonction f est dérivable sur I’intervalle 10;+00] .

v X
Montrer que pour tout réel x strictement positif, ona: f (x)= gl 2) .
X

4. En déduire les variations de la fonction f sur ’intervalle ]0;+oo] .

Partie C

Etudier la position relative de la courbe €’; et de la courbe représentative de la fonction In

sur I’intervalle ]0;+oo] .
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Partie A
Pour tout nombre réel de I’intervalle ]0;+oo[, g(x)=In(x’)+x—2.

1. I)g% x'=0 et si x#0 alors x>0 donc 1;?% In(x*)=—o0 et ti_{lg(x—z):—Z.

On a donc l)gr; g(x)=—oo .

lim x’=+00 gope lim In(x*)=+c0 4 lim (x—2)=+00

X+ x>+ x>+

On a donc }_l)ri g(x)=+w )

2. Pour tout nombre réel x de I’intervalle |0;+oo] :
, ! 2 2
(n(u)=%"  (n(x")=2E=2 o g'(x)=2+1.
u X X X

2 . .
;+1>0 donc g est strictement croissante sur ]0;+oo[ .

3.a. g est dérivable donc continue sur I’intervalle ]0;+o0[ et strictement croissante sur I’intervalle |0 ;+oo[ ,
a valeurs dans |—o0;+0[=R.
0€lR, le théoréme des valeurs intermédiaires nous permet d’affirmer que 0 admet un unique antécédent
a appartenant & ]0;+oo[ , ¢’est & dire qu’il existe un unique réel « tel que g(a)=0.

3.b. En utilisant la calculatrice, on obtient par balayage : g(1,37)<0 et g(1,38)>0 .
Donc 137<a<1,38.

4. g est strictement croissante sur |0 ;+oof .
Si 0O<x<a alors g(x)<g(a)=0.
Si a<x alors g(a)=0<g(x).
On donne le signe de g(x) sous la forme d’un tableau.

X 0 a +00

9(x) - 0 +

Partie B

-2
Pour tout réel x appartenant a |0 ;+oo[ f(x)Z(x )ln(x),

. x—2 .
l.a. Si 0<x<2 alors =—=<0 et hm( ):_oo etona lm ln(x):—oo_

x>0
x>0
lim £ (x)=+o0
x>0 :

1.b. La droite d’équation x=0 (1’axe des ordonnées) est une asymptote verticale a €.

On a donc

X+ X3 400

2. lim (x_;2):1 ot lim ln(x):+oo'

lim (x):+oo.

On a donc
X+

3. Pour tout nombre réel de I’intervalle |0 ;+oo[

(x—z )':x—(x—z)zi (ln(x))':%,

x x2 2

f'(x):%xln(xh(
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Or pour tout nombre réel x de I’intervalle ]0;+o[ : 21n(x)=In(x7).

: In(x”)+x—2
Donc f (x)= n(x );—x =g<f) .
X x

4. Lesignede f'(x) estlesigne de g(x) sur I’intervalle ]0;+oo] .
On donne les variations de f sous la forme d’un tableau.

X 0 a +00
f'(x) - 0 +
+0o +oo
fx) \ /
f(a)

Partie C
On remarque que pour tout nombre réel x de |0;+oo[ :

f(x):(l—%)ln(x):ln(x)—%ln(x).

Donc f(x)—ln(x):—%m(x),

Le signe de f(x)—In(x) sur ]0;+oo[ est le signe opposé de In(x).

Si 0<x<l alors In(x)<0 et f(x)—In(x)>0,€¢; estau dessus de la courbe représentative de In.

Si 1<x alors 0<In(x) et f(x)—In(x)<0,€; esten dessous de la courbe représentative de In.
Pour x=1 alors f(1)=In(1)=0, les deux courbes sont sécantes au point 1(0;1) ;
On joint une figure non demandée.
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