&Y Meilleur en maths

Exercice 2 5 points

On considére la fonction f définie sur 0;+oo[ par: f(x)=x>—8In(x) ot In désigne la fonction logarithme
népérien.
On admet qque f est dérivable sur ]0;+o[.Onnote f sa fonction dérivée.

lim f(x)

1. Déterminer
x>0

ln(x)) |

2. On admet que, pour tout x>0, f(x):x2(1—8 >

x
En déduire la limite : xl})rﬂo f(x) .
. : 2(x*—4)
3. Montrer que, pour tout nombre réel x de J0;+0o[, f(x)=———.
x

4. Etudier les variations de f sur ]0;+oo| et dresser son tableau de variations complet.
On précisera la valeur exacte du minimum de f sur ]0;+o] .

5. Démontrer que sur I’intervalle ]0;2], I’équation f(x)=0 admet une solution unique «a (on ne cherchera
pas a déterminer la valeur de « ).

6. On admet que, sur I’intervalle [2;+o[ 1’équation admet une unique solution S (on ne cherchera pas a
déterminer la valeur de ).

7. Pour tout nombre réel k, on considére la fonction g, définie sur |0;+oo[ par :
g (x)=x"—8In(x)+k .
En s’aidant du tableau de variations de f, déterminer la plus petite valeur de k pour laquelle la fonction gy
est positive ou nulle sur I’intervalle ]0;+o] .
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Pour tout nombre réel de 'intervalle 0;+0[, f(x)=x"—8In(2).

lim In (x)=—o0 ot imx’=0 Jonc lim f (x)=+o0

x>0 x20 x>0
2. f(x):xz(l—Sln(zx))
X
lim ln(x):() et lim X =+ donc Iim f(x):+oo
x>+ X x>+ x>+ °

3. f est dérivable sur ]0;+o] .

2 2
(ln(x)):l donc f'(x)ZZx—SXlzzx —8:2()6 4) .
X x X X

4. f’(x):z(“z))c(x_z):2(xx+2)><(x—2)

2(x+2)
X
Si 0<x<2 alors f'(x)<0 et f estdécroissante strictement sur ]0;2[ .

Pour tout nombre réel de I’intervalle ]0;+o0], >0 donc le signe de f'(x) est le signe de (x-2).

Si 2<x alors f'(x)>0 et f eststrictement croissante sur ]2;+00] .
£(2)=4-81n(2) est le minimum de f sur ]0;+oo] .
Tableau de variations de f.

X 0 2 +00

f(x) — 0 +

+o00 +o0

) \ /

4-8In(2)

5. f est dérivable et strictement décroissante sur I’intervalle ]0;2] a valeurs dans [4—81n(2);+o] .
4—81n(2)~—1,55<0 donc 0€[4—8In(2),+oo] .
Le théoréme des valeurs intermédiaires nous permet d’affirmer que 1’équation f(x)=0 admet une
unique solution « appartenant a I’intervalle ]0:2].

6. f est dérivable et strictement croissante sur ’intervalle [2;+o[ a valeurs dans [4—8 ln(2) j+oo] .
Le théoréme des valeurs intermédiaires nous permet d’affirmer que 1’équation f (x)=0 admet une
unique solution B appartenanta [2;+oo[ .

X 0 a 2 B +o00
+00 \ / +o00
£(x) 0 0
4-8In(2) /
Signe + 0 — 0 +

Si 0<x<a alors f(x)>0
Si a<x<2 alors f(x)<0.
Si 2<x<p alors f(x)<0.
Si B<x  alors f(x)>0.
7. Par lecture du tableau de variations de f, pour tout nombre réel x de I’intervalle 10:+00] :
f(x)=4-8In(2).
Donc g, (x)=f(x)+k=>4-8In(2)+k
g (x)>0 o 4-8In(2)+k=>0 o k>—4+8In(2).
La plus petite valeur de k pour laquelle g est positive ou nulle sur I’intervalle ]0;+oo[ est:
k=—4+8In(2) .
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