&Y Meilleur en maths

Exercice 3 6 points

On considére la fonction g définie sur I’intervalle [0;1] par g(x)=2x—x’

1. Montrer que la fonction g est strictement croissante sur I’intervalle [0;1] et préciser les valeurs
de g(0) etde g(1).

1
U= =
0 2 pour tout entier naturel n.

On considére la suite (u,) définie par
u,.=g(u,)

2. Calculer u; et u,

3. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona: 0O<u,<u,,,;<l.
4. En déduire que la suite (un) est convergente.

5. Déterminer la limite £ de la suite (u,) .

On considére la suite (Vn) définie pour tout entier naturel n par v,=In ( 1 —un) .

6. Démontrer que la suite (v,) estune suite géométrique de raison 2 et préciser son premier terme.

7. En déduire une expression de Vv, en fonction de n.

8. En déduire une expression de U, en fonction de n et trouver la limite déterminée a la question 5.

9. Recopier et compléter le script Python ci-dessous afin que celui-ci renvoie le rang a partir duquel
la suite dépasse 0,95.

def seuiil():
n=0
u=0.5
while u< 0.95:
n=...
u=...
return n
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1. g(x)=2x—x> ¢g(x)=2-2x=2(1—x)
g(x)=0 o x=I g(x)>0 o 1-x>0 o x>1
pour tout nombre réel x appartenanta [0;1[, g'(x)>0 et g'(1)=0
donc g est strictement croissante sur [0;1] .
g(0)=0 et g(1)=2x1-1=1.

1 1 (1Y 1_3
—g|—|=2X——|=| =1——==
2.4 g(z) 2 (2) 4 4
2
4 4 \4 4 16 16 16

3. On veut démontrer, en utilisant un raisonnement par récurrence que pour tout entier naturel n,ona :
O <u n < ur1+ 1 < 1

Initialisation

1 3 " (e
U=5 et W=y donc O<uy<u;<1 et la propriété est vérifiée pour n=0.
Hérédité

Pour démontrer que la probabilité est héréditaire pour tout entier naturel n, on suppose que 0<u,<u,,;<I
et on doit démontrer que 0<u,,;<u,,,<l.

Orsi 0<u,<u,, ;<1 sachant que g est strictement croissante sur [0;1], alors ona:
g(0)<g(u,)<g(u,, )<g(l) soit O<u,,<u,,<I.

Conclusion

Le principe de récurrence nous permet d’affirmer que pour tout entier n,ona: 0<u,<u,,,<Il.

4. Pour tout entier naturel n, ona 0<u,<u,,,;<1, alors la suite (un) strictement croissante et majorée
par 1 donc la suite (un) est convergente.

5. Onnote { la limite de la suite (u,) . On a pour tout entier naturel n, g(u,)=u,,, donc g()={
et L estune solution de ’équation g(x)=x o 2x—x’=x © x—x’=0 < x(1—-x)=0
o (x=0 ou x=1)

. . . 1
(un) est une suite strictement croissante donc U,= 5 <{ et =1

1
6. Pour tout naturel n, 5<un<1

or g(x)=1 & [=2x-x & x-2x+1=0 < (x-1)’=0 & x=I
donc pour tout entier naturel n, u,#1 et pour tout entier naturel n, 1—u, >0,
La suite (Vn) telle que Vn:ln(l—un) est définie pour tout entier naturel n.
Pour tout entier naturel n :

Voo =In(1—u,,,)=In(1-2u,+u’)=In((1-u,)’)=2In(1—u,) car 1—u,>0
Ve =2V,

1 1
(v,) est la suite géométrique de raison 2 et de premier terme Vo=In(1 —u0)=1n(I—E)ZIH(E)Z—IH(Q) :

7. Pour tout entier naturel n
v, =VvoXq'=—In(2)x2".

8. v.=In(l-u,) o e"=l-u o u=1—ev":1—e'“(2)2":1_(%)

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés Page 2



ﬂ Meilleur en maths

On peut vérifier pour n=0 et n=1 et n=2

u :l_efln(Z)Z"
lil}’l 2"=+4w et —ln(2)<0 donc lfP (_2111(2)211):_00 ot lirfl (efln(2)2n):0
conséquence : nlier u, =1

9. Il suffit de compléter les instructions aux lignes 5 et 6
ligne 5 n=n+l
ligne 6 u= 2*u-u*u

def seuiil():
n=0
u=0.5
while u< 0.95:
n= n+1
u=2*u-u*u
return n

Remarque : ligne 6 on peut aussi écrire u=1-(1/2 )**(2**n)
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