Q3 Meilleur en maths

Exercice 1 5,5 points

On considére la fonction f définie sur ]0;+oo[, par f(x)=x"—xIn(x).
On admet que f est deux fois dérivable sur ]0;+o0]
Onnote f la fonction dérivée de f et f  la fonction dérivée de la fonction f .

Partie A : Etude de la fonction
1. Déterminer les limites de la fonction f en 0 et +oo .

2. Pour tout réel x strictement positif , calculer f (x) .

, . .. " 2x—1
3. Montrer que pour tout réel x strictement positif : f (X )= PEE

4. Etudier les variations de la fonction f sur ]0;+oo[ puis dresser le tableau des variations de la fonction f '

sur ]0;+oo[ . On veillera a faire apparaitre la valeur exacte de I’extremum de la fonction f .
Les limites de la fonction £ aux bornes de I’intervalle de définition ne sont pas attendues.

5. Montrer que la fonction f est strictement croissante sur 10;+o0] .
Partie B : Etude d’une fonction auxiliaire pour la résolution de 1’équation f (x)=x.

On considére dans cette partie la fonction g définie sur ]0;+oo[ par:
g (x):x —In (X) etonnote g’ sa fonction dérivée.

1. Pour tout réel strictement positif, calculer g ’(x) puis dresser le tableau des variations de la fonction g.
Les limites de la fonction g aux bornes de I’intervalle de définition ne sont pas attendues.

2. On admet que 1 est I'unique solution de I’équation g(x)=1.
Résoudre sur I’intervalle ]0;+oo[ , ’équation f(x )=x .

Partie C : Etude d’une suite récurrente.

On considere la suite (un) définie par u,== et pour tout entier naturel n: u,,,=f (un) —u,In (un) .

2
1. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n: —<u,su <1,
2. Justifier que (u,) converge.

On appelle { la limite de la suite (u,) et on admet que { vérifie I’égalité f({)=L.

3. Déterminer la valeur de { .
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Partie A
1. x appartienta |0;+oo| f(x)=x’—xIn(x)

lim xIn(x)=0 o limx*=0 gopc limf(x)=0

x>0 x>0 x>0

f(x)=x2(1——ln(x))

X

lim M:o lim (I—M)ZI lim x*=+o0 donc lim f(x):+oo

X>+00 X X+ X X+ XD+
2. f'(x)=2x—ln(x)—x><l=2x—1—ln(x)

X
3 f"(x)zz_l:2x—l
X X
1

4. x>0 2x—1=0 <© x=—2
1

— >

2x—1>0 o «x 2

2x—1<0 < 0<x<%

f(% :2><%—l—ln(%)ZIn(2):0,69>O

Tableau des variations de f'
X 0 % +o0
f'(x) - 0 +

f(x) \ /
In(2)

5. Pour tout réel de I’intervalle |0;+o[,ona f'(x)=>In(2)>0 donc f est strictement croissante sur ]0;+00]

Partie B

1. x appartienta ]0;+oo[, g(x)=x—In(x)
g(v)=1-1=2=1
X X
Le signe de g'(x) sur |0;+oo estle signe de x—1.
g(1)=1-In(1)=1>0
Tableau des variations de g.

g'(x) - 0 +

g(x) \ /
2. x appartienta ]0;+oo]

f(x)=x & x’—xln(x)-x=0 & x(x—In(x)-1)=0 e x(g(x)—1)=0
o (x=0 oug(x)—1=0)

x>0 donc x#0 et g(x)=1 o x=1

donc 1 est ['unique solution de 1’équation f(x)=x.
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Partie C

1. On veut démontrer en utilisant un raisonnement par récurrence que pour tout entier naturel n,on a:

1
EéunSunHSl .

Initialisation
uO:% et u,=f(1)=1xIn(1)=f(1)=1 donc %<uo<ul<l,
La propriété est vérifiée pour n=0 .

Hérédité
. . : 1
Pour démontrer que la propriété est héréditaire pour tout entier naturel n, on suppose que 5 <u, Sy, sl
it dé 1 < <
et on doit démontrer que E\unﬂ <u,,,<I.

1 1
Or f est strictement croissante sur ]0;+oo[ donc si 5<un<un+l<1 alors f(§)<f(un)<f(un+l)<f(l)

1\ 1 1, (1) 11 1
et f(i):z—iln(a):z+zln(2):0,25+0,34>§ et f(u)=u,,, et f(u,,)=u,,, et f(1)=1

1
donc _<un+1 <un+2< 1 .

2
Conclusion

. , ) 1
Le principe de récurrence nous permet d’affirmer que pour tout entier naturel n, 5< u,<u,<I,

2. Pour tout entier naturel n, u,<u,,,; donc la suite (un) est croissante et u,<1 donc la suite (un) est
majorée par 1.
Toute suite croissante et majorée est convergente, donc la suite (u,) est convergente.

3. limu,=4 et f()=!L

n=>+ow

Or I’unique solution de I’équation f(x)=x est 1 donc {=I.
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