&Y Meilleur en maths

Exercice 4

4 points

Partie A

On considére la fonction f définie sur I’intervalle [0;+0o[ par f(x)=vx+1.

On admet que cette fonction est dérivable sur cet intervalle.

1. Démontrer que la fonction f est croissante sur I’intervalle [0;+00] .

2. Démontrer que pour tout nombre réel x appartenant a I’intervalle [0;+c0]

2
—x"+x+1

-

3. En déduire que sur Uintervalle [0;+oo[ , ’équation f(x)=x admet une

145

unique solution : {= 7

Partie B

On considére la suite (un) définie par uy,=35 et pour tout entier naturel n,
par unH:f(un) ou f est la fonction définie dans la partie A.

On admet que la suite de terme général u, est bien défini pour tout entier
naturel n.

1. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, on a:
I<u,, <u,.

2. En déduire que la suite (u,).

3. Démontrer que la suite (u,) converge vers {= 1-'-2—\/5

4. On considere le script Python ci-dessous :

from math import*
def seuil(n):
u=5
i=0
I=(1+sqrt5)/2
while abs(u-1)>=10**(-n):
u=sqrt(u+1)
i=i+1

©W 00 NO OhA WON =

retutn(i)

On rappelle que la commande abs(x) renvoie la valeur absolue de x.

4.a. Donner la valeur renvoyée par seuil(2).
4.b. La valeur renvoyée par seuil(4) est 9.
Interpréter cette valeur dans le contexte de I’exercice.
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Partie A
1. Sila fonction u est dérivable sur I’intervalle I etsi u>0 sur I alors (\/a)zzu—ﬁ
/ |
I=[0;+ =x+1 "(x)=1 f(x)=—— >0
[0;+0]  u(x)=x u'(x)=1 donc f (x) NPT

f est croissante sur [0;+00] .
2. Pour tout nombre réel x de [0;+00]

f(x)—x=vVx+l—x

ona Vx+l1+x=>1 donc vVx+1+x#0

f(x>_x_(Vx+1—x)(\/x+1+x)_x+l—x2_—x2+x+1

Vx+l+x Vx+l+x Vx+l+x
x appartienta [0;+o0]
2
— 1
fx)= X tx+l_g _ .2 _
(x) X < \/m_'_x And x+x+1=0 )
5 —1-V5_1+/5 —1+VJ5_1-+5
=]1"— —1)= = = >0 = = <0
A=1"—4Xx1X(—-1)=5 X, > 5 X, — 2
Dans [0;+oo[ 1’équation f(x)=x admet une unique solution : {= 1+2\/§.

Partie B

1. On veut démontrer en utilisant un raisonnement par récurrence que pour tout entier naturel n,

ona: I<u,,,<u,.

Initialisation

=5 u,=v6~245 donc l<u,<u,

La propriété est vérifiée pour n=0

Hérédité

Pour démontrer que la propriété est héréditaire pour tout entier naturel n, on suppose que :
I<u,, <u, eton doit démontrer que : 1<Uu,,,<U,;.

Si on suppose que 1<u,,;<u,, sachant que la fonction f est croissante sur [0;+] , alors

ona f(1)<f(u,, )<f(u,) or flu)=u,,, flu,)=u,, et f(1)=V2=141

on obtient I<u,,,<u,,;.

Conclusion

Le principe de récurrence nous permet d’affirmer que pour tout entier naturel n, on a :
I<u,, <u,.

2. Pour tout entier naturel n: u,,,;<Uu, donc la suite (un) est décroissante.
Pour tout entier naturel n: 1<u, donc la suite (un) est minorée par 1.
Toute suite décroissante et minorée est convergente donc la suite (un) est converge.

3. La fonction f est dérivable ( donc continue).
Pour tout entier naturel n,ona: f (un) =u,,

Si Hm uy—¢ alors f(1)=1

u, appartienta [1;+oo[ donc { appartienta [1;+oo].
{ est une solution de 1’équation de ’équation f(x)=x et 1’unique solution de I’équation
1+V5
2

f(x)=x dans Pintervalle [0;+oo[ est
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4.a. En utilisant la calculatrice, on trouve rapidement une valeur approchée des premiers
termes de la suite que I’on compare a {.
Pour cette question, on donne des valeurs arrondies a 107 .

£ ~1,6180

u,~2,4495 u, - ~0,8315>10""
u,~1,8572 u, L ~0,2392>107"
u;~1,6903 u; L ~0,0723>107"
u,~1,6402 u, - =0,0222>107°
us=~1,6249 us L ~0,0069<10

donc seuil(2) renvoie 5
4.b. Si seuil(4) renvoie 9 alors Uo est le premier terme de la suite (u,) donnant une
valeur approchée décimale a 10 prés de {.
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