&Y Meilleur en maths

Exercice 3 5 points

Partie A
6

1+5e "
On a représenté sur le schéma ci-dessous la courbe représentative €'r de la fonction f.

On considére la fonction f définie sur R par: f(x)

/
1
1. Montrer que le point A de coordonnées (In5;3) appartient a la courbe €.

2. Montrer que la droite d’équation y=6 est une asymptote a la courbe €.

3.a. On admet que f est dérivable sur IR et onnote f sa fonction dérivée.
30e"

(1457

3.b. En déduire le tableau de variation complet de f sur R,

Montrer que pour tout réel x ona: f'(x )=

4. On admet que :
. f est deux fois dérivable sur IR, onnote £ sa dérivée seconde ;

_30e "(5e "+1)
(1+5¢7]
4.a. Etudier la convexité de f sur R.
On montrera en particulier que la courbe €+ admet un point d’inflexion.

. pour tout réel X, £ (x)

. 5
4.b. Justifier que pour tout réel x appartenanta |—oo;In5], f (x)= gx+ 1.

5. On considére une fonction F, définie sur R par: F,(x)=kIn(e"+5)

ou k est une constante réelle.
5.a. Déterminer la valeur du réel k de sorte que Fy soit une primitive de f sur R .
5.b. En déduire que ’aire,en unité d’aire, du domaine délimité par la courbe €, I’axe

. . . 5
des abscisses, I’axe des ordonnées et la droite d’équation x=In5 est égale a 6In ( §) :

Partie B
L’objet de cette partie est d’étudier 1’équation différentielle suivante :

1 »
E): '=y——
(E) Y=y

On rappelle qu’une solution de (E) est une fonction u définie et dérivable sur R telle

1
que pour tout x réel,ona: u’(x):u(x)—g[u(x)]z,

1. Montrer que la fonction f définie dans la partie A est une solution de I’équation
différentielle (E).
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, 1
2. Résoudre I’équation différentielle : y :_y+€ .

3. On désigne par g une fonction dérivable sur IR qui ne s’annule pas.

1
On note h la fonction définie sur R par h<x):w .

On admet que h est dérivable sur R .
Onnote g’ et h' les fonctions dérivées de g et h.

. . . . . , 1
3.a. Montrer que si h est solution de I’équation différentielle y =— y+g
. . . . , 1
alors g est solution de I’équation différentielle ¥ = Y% N
3.b. Pour tout réel positif m, on considére les fonctions g, définies sur
6
R D En\X)E—/—— .
par: & (%) l+6me "

Montrer que pour tout réel positif m, la fonction g, estsolution de

1
Péquation différentielle (E): »'=y— v
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Partie A
. _ 6
1. Pour tout réel x, f(x)= —
1+5¢
£(In5)=—2 1:%:3
1+5X§

donc f(ln(S))z

Le point A(In(5);3) appartient a €.

X>—

. )}_i)rﬂo(—x):—oo et lim =0 gopc lim e "=0 o obtient lim f(x)= 6

La droite d’équation y=6 est une asymptote horizontale a la courbe € en +co .

3.a. u(x)=1+5¢"
f’(x)=6><_(_se ): 30e

(1+5¢™) (1+5¢)°

3.b. Pour tout nombre réel x, ¢ *>0 donc f (x)>0 et f est strictement croissante sur R .
lim (—x)=+o et lim e =+ donc lim e "=+o0

X —c0 X2+

X=>+00

u'(x)=5%(—e *)=—5¢ "

x> —00

x=>—o0

Tableau de variation de f.

xX=>—o0

1+5 e—lnS

x>+

f'(x)

f(x) /
0

y 30e “(5¢ "+1)
4a. 1 (x)= (1+5¢7")

Pour tout réel x, 1+5¢ *>0 donc
5 '—1=0 e S5¢ =1 <

5 "—1>0 & 5S¢ '>1 & ¢

30e™"

(1+5e

=1 o —x:ln(
5

x>l C e'se

5

5

140 0

_x)3>0 et le signe de f (x) estlesignede Se'—1.

1) = x:—ln(%) < x=In5.

n(l o —x>1n(%) o x<—ln(%)=ln5,

On donne la convexité de f sous la forme d’un tableau.

X

-00

In5 +o0
H
f"(x) + ! -
convexité convexe concave
de f

f(In5)=3 et f ' (In5)=0 £~

f’(hﬁ):%:%,

La tangente au point A est la droite passant par A et de coefficient directeur

s’annule en changeant de signe en In5 donc le point A(In5;3) est
un point d’inflexion de la courbe €.

7
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4.b. Ona f(0)=1, on détermine I’équation réduite de la tangente (T) a la courbe €’ au point de
coordonnées (0;1).

0
f (0>:30—62:&=§ et I’ordonnée a I’origine de (T) est: 1.
(l+5e0) 36 6
(T): y:§x+1

€ est convexe sur |]—o0;In5] donc la partie de la courbe € sur |—o0;In5] est au dessous de (T)

5
pour X appartenanta |—oo;In5], f(x)>EX+1 )

HiiiERIg

5. Pour tout nombre réel x, F,(x)=kln(e'+5) k estune constante réelle.

1

5.a. F, est dérivable sur R (ln(u(x)))':u (x) .

X

e’ e'xXe ' 1

e +5 (e +5)xe™” 1+5¢ "

F\ estune primitive de f sur R siet seulement si pour tout réel x :
kX ! —= 6 — k=6

1+5¢ " 1+5e™"
Fs est une primitive de f sur R,

5.b. L’aire, en unité d’aire, du domaine délimité par la courbe €’ I’axe des abscisses, ’axe des ordonnées
In5

et la droite d’équation : x=In5 est f f(x)dx car f estcontinue et positive sur [0;In5].
0

Fl;(x)=k><

InS

ff(x)dx =[F6(x)]5“5=[6ln(ex+5)]g'5=6ln(5+5)—6ln6=6ln(%)=6ln(§) en unité d’aire.
0

Partie B

1. Pour démontrer que la fonction f est solution de 1’équation différentielle (E), il suffitde vérifier que
1

pour tout réel x, ona: f'(x):f<x)—g(f<x))2.
6 , 30e "
flx)= flx=m—
( ) 1+Se,x et ( ) (l+5€7x)2
6(1+45¢ ")—6 - ,
o f(x>_l(f(x)2 6 1 36 _6(1+5¢7)-6__ 30e —f(x)

= X
6 1+5¢° 6 (1+5¢7%)  (1+5¢°)  (1+5¢7)

2. Les solutions sur IR de I’équation différentielle y'=a y+b sont les fonctions fy définies sur R par

ax b J4
f (x)=ke —, avec k constante réelle.

1 !
Pour a=1 et bzg f.(x)=ke +g avec k constante réelle.
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1
3. Pour tout réel x, g(x)#O et h(x):m.
3.a. Si h est solution de I’équation différentielle : y'=— y+é alors pour tout réel x,ona:
B (x)=—h(x)+L
1 (o —g'(x)
h(x)J=—= et h(x)=
glx) © (g(x))
, —g'(x)_ 1 .1 oy 1
donc pour tout réel x : (g(x>)2——g(x)+g S (x)——g(x)+g(g(x))2

6
1
g est solution de I’équation différentielle (E) y'=y—gy2.
6
3.b. Pour tout nombre réel x et pour nombre réel positif m ona: g, (x)= 1+ 6me7x¢0
1 1+6me " 1
h = = =me +—
PN 6
, _ 1 —x
hxJ=—me et —hy(x}+E=—me
, 1
done h,=—h,(x)+~
1
h,, est solution de I’équation différentielle y '=—y+g donc g, est solution de I’équation :
1 2
y =y 6y .
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