&Y Meilleur en maths

Exercice 3 6 points

On considére la suite (un) définie par :

. un
u,=8 et pour tout entier naturel n, u,,,=u,—In (T) :

1.a. Donner les valeurs arrondies au centiéme de u, et u,.
1.b. On considere la fonction mystere définie ci-dessous en Python. On admet que, pour tout réel strictement
positif a, log(a) renvoie la valeur du logarithme néperien de a.

def mystere(k):
u=38
S$=0
for i in range(k):
S=S+u
u=u-log(u/4)
return S

L’exécution de mystere(10) renvoie 58,44045206721732 . Que représente ce résultat.
1.c. Modifier la fonction précédente afin qu’elle retourne la moyenne des k premiers termes de la suite (u,).

2. On considére la fonction f définie et dérivable sur ]0;+[ par : f(X):x—ln(%) .

On donne ci-dessous une représentation graphique €r de la fonction f pour les valeurs de x comprises
entre 0 et 6.

0 05 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5 55 6

Etudier les variations de f sur ]0;+o| et dresser son tableau de variations.
On précisera la valeur exacte du minimum de f sur 10;+00[, les limites ne sont demandées.

Dans la suite de I’exercice, on remarquera que pour tout entier naturel n, u,,;=f (un) .

3.a. Démontrer par récurrence, pour tout entier naturel n,ona: 1su,,;<u,.
3.b. En déduire que la suite (u,) converge vers une limite réelle.
On note { la valeur de cette limite.
3.c. Résoudre ’équation f(x)=x .
3.d. En déduire la valeur de {.
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l.a. u,=8-In(2)=7.3 arrondia 10"
In(2)

u2=8—ln(2)—ln(2— 1

)z 6,7 arrondia 10

9
1.b. mystere(10) renvoie : u0+u1+...+u9=z u; .
i=0
on obtient la somme des 10 premiers termes de la suite (u,).
1.c. Pour renvoyer la moyenne des k premiers termes de la suite (u,), il suffit de remplacer la derniere
instruction : return S par return S/k .
Remarque : k est un entier naturel non nul.

2. x appartient & I’intervalle ]0;+oo[, f(x)zx—ln(z).

N

remarque : f(x)=x—In(x)+In(4).
f est dérivable sur ]0;+00[ f’(x):1_%:3€;1 _

Le signe de f (x) sur JO;+oo[ estle signe de (x-1).
Tableau de variation de f.

X 0 1 +o00

f'(x)

0
f(x) \ /
1)

f(1):1—ln(%)=l+ln(4)22,39 a 102 pres.

3.a. On veut démontrer en utilisant un raisonnement par récurrence que, pour tout entier naturel n, ona:
I<u,, <u,.

Initialisation

uy=73 et u;=~6,7 donc 1<u,;<u, et lapropriété est vérifiée pour n=0.

Hérédité

Pour démontrer que la propriété est héréditaire pour tout entier naturel n, on suppose que : 1<u,,; <u,

et on doit démontrer que 1<u,,,<u,,;.

f est une fonction croissante sur [1;+o] .

Si 1<u,,;<u, alors f(1)<f(u,,,)<f(u,).

Or f(1)=1+In(4)>1 et f(u,,)=u,, et f(u,)=u,, donc I<u,,<u,,.

Conclusion

Le principe de récurrence, nous permet d’affirmer que, pour tout entier naturel n,ona: 1<u,,<u,.
3.b. Pour tout entier naturel n,ona: Uu,,;Su, donc la suite (un) est décroissante et 1<u, donc la

la (un) est minorée par 1.

Toute suite décroissante et minorée est convergente donc la suite (un) est convergente.

Onnote: lim u,= {.

n->+oo
3.c. x appartienta |0;+oo[ .
f(x)=x o x—ln(%)zx < 0=ln(£) o
3.d. Pour tout entier naturel n, f(u,)=u,,, .
Or limu,={et limu,,={

n->+o n->+o0

N

f est une fonction continue sur ]0;+oo[ donc f ({)=1{ et { estune solution de I’équation f(x)=x
donc [ =4.

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés Page 2



	Exercice 3 6 points

