&Y Meilleur en maths

Exercice 4 5points

vXx

On considére la fonction f définie sur I’intervalle ]0;+oo[ par f(x)= 2e 7 cton appelle € sa
x

courbe représentative dans un repére orthonormé.
1. On définit la fonction g sur I’intervalle ]0;+oo[ par g(x)= e’
1.a. Montrer que g '(X):f(X) pour tout x de intervalle |0;+oo] .

e (Vx—1)

1.b. Pour tout réel x de ’intervalle |0;+oo[, calculer f(x) et montrer que : f'(x)—ﬁ.
xvx

2.a. Déterminer la limite de la fonction f en 0.
2.b. Interpréter graphiquement ce résultat.

3.a. Déterminer la limite de f en +o0 .

3.b. Etudier le sens de variation de la fonction f sur ]0;+o] .
Dresser le tableau de variations de la fonction f en y faisant intervenir les limites aux bornes de
I’ensemble de définition.

3.c. Montrer que I’équation f (x)=2 admet une unique solution sur I’intervalle [1;+o[ et donner
une valeur approchée a 10 prés de cette solution.

2
4. Onpose I= ff(x)dx.
1

4.a. Calculer L
4.b. Interpréter graphiquement le résultat.

5. On admet que la fonction f est deux fois dérivable sur I’intervalle ]0;+oo| et que :
()= (x =33

8x"Vx B
5.a. En posant X=1/x , montrer que x—3+vx+3>0 pour tout réel x de I'intervalle ]0;+oo| .
5.b. Etudier la convexité de la fonction f sur I’intervalle ]0;+oo] .
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1.a.

2.b.

3.a.

3.b.

3.c.

4.a.

4.b.

Pour tout x de Iintervalle ]0;+o[ : g(x)=e

evz(\/;—l)

d f'(x)=——"+.
one £ () 4x+x

.a. X est un nombre réel strictement positif.

lim Vx=0 lim " =¢’=1 T S . lim f(x)=+o0
am donc 'Im et Llilgz\/} @ on obtient M (x) )

La droite d’équation x=0 et une asymptote verticale a €.

X Vx
: [ — . e . c 1 =
lim Vx=+% o Jim & =+ donc lim S==+m o lim flx)=+o0
x>+ X+
X >+ x>+ X

e " (Vx—1)
4xVx

= 1 . ! .
e'*>0 et 4x¢;>0 donc le signe de f'(x) est le signe de (Vx—1) .

Pour tout x appartenant a I'intervalle ]0;+o[,ona: f (x)=

La fonction racine carrée est strictement croissante sur |0 ;+oo] .
Si 1<x alors Vi<Vx < 0<Vx—1

Si 0<x<l alors Vx<Vl < Vx—1<0

Tableau de variations de f.

£'(x) —~ 0 +

(x) \

£(1)=8~1359
(1) 5 =1.359.

f est continue et strictement croissante sur [ 1;+o[ et f(1)<2 donc I’équation
f(x)=2 admet une unique solution « appartenant a I'intervalle [1;+o0] .

En utilisant la calculatrice par balayage ( ou par dichotomie) on obtient :
a=4,6 410" prés.

Pour tout nombre réel x strictement positif, ona: g '(x) =f (x) .
Donc g est une primitive de f sur |0;+oo] .

I= ff(x)dx = [g(x)]f:[e&ﬁ:eé_el:e@_e .

Pour tout x de intervalle ]0;+o0o[, f(x)=f(1)>0.
f est continue et positive sur [1;2] donc [ est I’aire en unité d’aire de la partie de

plan comprise entre la courbe €, I’axe des abscisses et les droites d’équation
x=1 et x=2.
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On donne une figure non demandée

5

4

3

x>0 [X:\/}
5.a. =

x—3Vx+3>0

x—3\/;+3>0 .

5.b. Lesignede f (x) estlesignede x—3vx+3 donc pourtout x de I’intervalle ]0;+oo[

X*—3X+3>0
T(X)=X’-3X+3  A=9-4Xx3X1=-3<0 donc pour tout x de I'intervalle ]0;+o0]

f"(x)>0 donc f est convexe sur ]0;+oo] .
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