&Y Meilleur en maths

Exercice 1

5 points

Soit f la fonction définie sur R par: f(x)=xe .

On admet que f est deux fois dérivable sur R et onnote f la fonction dérivée de la fonction f.
On note €¢ la courbe représentative de f dans un repére orthonormé du plan.

Pour chacune des affirmations suivantes, préciser si elle est vraie ou fausse , puis justifier la réponse donnée.

Toute réponse non argumentée ne sera pas prise en compte.

Affirmation 1 :
Pour tout nombre réel x,ona f (x)=(—2x+1)e " .

Affirmation 2 :
La fonction f est solution sur R de I’équation différentielle :

y'=2y=e’

Affirmation 3 :
La fonction f est convexe sur |—o0;1]

Affirmation 4 :

L’équation f(x)=—1 admet une unique solution sur R .

Affirmation S :
L’aire du domaine plan délimité par la courbe €'y 1’axe des abscisses

-2
et les droites d’équation x=0 et x=1 est égale a %—3% .
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Affirmation 1 :

Preuve
Pour tout nombre réel X :
(e)=—2e*" f(x)=1xe " +xx(—2e " )=(—2x+1)e ™"

Affirmation 2 :

Preuve

Pour tout nombre réel x :
f'(x)+2f(x)=(—2x+1)e "+2xe **=e "

donc f est une solution sur R de I’équation différentielle : y'+2y=¢ "

Affirmation 3 :

Preuve

f est deux fois dérivable sur IR, donc pour déterminer la convexité de f on détermine le signe de .
Pour tout nombre réel x :

f'(x)=(—2x+1)e™ (—2x+1)==2

f(x)=—2xe "+(=2x+1)x(=2e¢ 7" )=—2e +4xe T —2e¢ =4(x—1)e "

4¢ >0 donc lesignede f' (x) sur R estle signe de (x-1).

X -00 1 +o00
:
£(x) - 0 +
1
[]
L i
convexité de f concave ! convexe

Donc f n’est pas convexe sur |—o0;1].

Affirmation 4 :

Preuve

f'(x)=(—2x+1)e ™"

Le signe de f'(x) sur R estle signe de (2x-1).

lim e *'=+00 o lim x=—o0 4. lim f(x)=—o0

x> —w x> —o X>—o0

“2x ({2 2x .2 . _
xe V= ;CXZE( ;i) or lim S—=+w donc lim 2—);:0 et lim f(x)=0
c € x>+ 2 X x>+ € X>+o0

1 4_ 1
f(z)_ze =3 70
Tableau de variations de
1
X -00 5 +00
f'(x) + 0 -
1
f(x) 2 \
-oo/ 0

) ) } 1] . 1 1
f est continue et strictement croissante sur l—oo ; 5] a valeurs dans ]—00 ; %] et —1€|—w ;%l

le théoréme des valeurs intermédiaires nous permet d’affirmer que I’équation f (x)=—1 admet une

. . N 1
solution unique «a a I’intervalle ]—00;5].
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%l donc 1’équation

. . . 1 .
f est continue et strictement décroissante sur [5;+00[ a valeurs dans ]0;

1
f (x):— 1 n’admet pas de solution dans I’intervalle [5;+00[ .

Conséquence
L’équation f(x)=—1 admet une unique solution ¢ solution sur R .

Affirmation 5 :

Preuve

f est continue et positive ou nulle sur [0;1] donc I’aire (en unité d’aire) du domaine plan compris
1

entre €', ’axe des abscisses et les droites d’équation x=0 et x=1 est égale a f f(x)dx.

f(x)=xe "
On effectue une intégration par parties :
—2x

ulx)=x u’(x)=1 v/(x)=e?" V(x):_ez

1 1 1 !

frias - Job foras gl oo bedond
L -2

ff(x)dx _ 1 3e

0 4 4
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