Q3 Meilleur en maths

Exercice 4 4 points
Partie A

, 1
On considére I’équation différentielle (E,): » +0,48y=ﬁ

ol y est une fonction de la variable t appartenant a I’intervalle [0;+o0] .

1
1. On consideére la fonction constante h définie sur I’intervalle [0;+o0] par h(t)zm .

Montrer que h est solution de 1’équation différentielle (E,) .
2. Donner la forme générale des solutions de I’équation différentielle y '+0,48 y=0 .
3. En déduire I’ensemble des solutions de 1I’équation différentielle (E,) .
Partie B

On s’intéresse a présent a 1’évolution d’une population de bactéries dans un milieu de culture.
A un instant t=0, on introduit une population initiale de 30000 bactéries dans le milieu.

On note p(t) la quantité de bactéries, exprimée en millier d’individus, présente dans le milieu
apres un temps t, exprimée en heure.

On a donc p(0)=30.

On admet que la fonction p définie sur ’intervalle [0;+oo[ est dérivable, strictement positive

. : 1
sur cet intervalle et qu’elle est solution de 1’équation (E,) : p Zﬁpx (120—p).

Soit y la fonction strictement positive sur I’intervalle [0;+o[ telle que, pour tout t appartenant

1
»(t)
1. Montrer que si p est solution de 1’équation différentielle (E,), alors y est solution de
1
I’équation différentielle (E,) : y'+0,48 y=2—50 i

2. On admet réciproquement que , si y est solution strictement positive de I’équation différen-

al’intervalle [(;+oo[,0na p(t)=

1 )
tielle (E1) , alors pZ; est solution de 1’équation différentielle (Ez) )

Montrer que, pour tout t appartenant a I’intervalle [0;+o[ ona:

120

P(t):—_ avec K une constante réelle.
1+Ke 0,48t

3. En utilisant la condition initiale, déterminer la valeur de K.

4. Déterminer lim p(t). En donner une interprétation dans le contexte de I’exercice.

t>+00

5. Déterminer le temps nécessaire pour que la population de bactéries dépasse 60000 individus.

On donnera le résultat sous la forme d’une valeur arrondie exprimée en heures et minutes.
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Partie A
1
E): y'+048 y=——
(E): y'+048y 350
1 .
: h{t)=— h(t)=0
Lotefoswon]  h()=—k H(Y)

048 __ 48 _ 1
120 12000 250
donc h est solution de I’équation différentielle (E 1) )

h'(t)+0,48h(t)=0+

2. Si a estun nombre réel donné, les solutions sur IR de I’équation différentielle y'+a y=0 sont les
fonctions fc définie sur R par f(t)=Ce™ (ou C est une constante réelle).
Pour I’équation différentielle y '+0,48 y=0, a=0,48 et les solutions de I’¢quation différentielle sur
[0;+00[ sont les fonctions fc définie sur [0;+o0[ par fo(t)=C e M (C est une constante réelle).

, 1
3. Pour tout t de I’intervalle [0;+o[,ona h (t)+0,48y(t)zﬁ donc

1 .
done y'(t)+048y(t)=o> & »'(t)+048y(t)=h'(t)+048h(t)

= y'()=h(t)+0.48y(t)-0.48h(t)=0 & (y—h)(t)+0.48(y—h)(t)=0
donc (y—h)(t)=Ce ™" (C constante réelle) < y(t)=Ce **'+h(t) (C constante réelle)
1

At J’<t>zcefo’4gt+ﬁ ( C constante réelle).
Partie B
L p'=5eopx(120-p) et p=t  tef0moo] PlO=—1= (050 y(t)=—
250 y »(t) p(t)
5 . _ o —y'(t)
p(t)>0 et p estdérivable sur [0;+00[ donc y est dérivable sur [0;+oo[ et p'(t)= T
y
1 —y'(t) 1 1 1
"t)=——=p(t)X(120—p(t = X X[ 120———
P ()= pagpl0x(120-p(0) e st 120
1 120 1 1
— ' (t)=——x1x(120 p(t)1 (£)=—22Y ()b (£)+0,48 y(t)= =
V=120 0-1) o 3(0=—20 (el pgsoas (=L
Si p est solution de (E,) alors y est solution de (E,) .
2. y(t>=Ceo’48t+$ (C constante réelle) < 120 y(t)=120Ce ***'+1
1 1 p(t) 1 120
= = t)=———+— =
© W00 00 a1 © 120 T0ce e O PRy avee K=3C
120 120
- = K+l=—-=4 =
3. p(0)=0 donc 30 X+l & + 30 o K=3
120
p(t)=

048
3e "1

4. lim(—0,48t):_oo et lim eX=0 donc lim e “*'=0

t>+00 X=>—0o0 t=>+00

120

—0,48t

On obtient : lim =120 .

t>+0 1+3¢
A trés long terme, le nombre de bactéries sera voisin de 120000.
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5. On veut déterminer les valeurs de t telle que p(t)>60 )

120

> e
p(1)>60 1+3e—0,48¢
o 2> 143 ™ o %? e

In est une fonction croissante sur ]0;+00]

& ln(%) > e o -In(3)=>-048t o

In(3)

> 60 o 120 > 60(1+3¢ ")

0.43 ~2,289 donc t doit étre supérieur ou égal a 2,289 h soit 2,289 xX60=137,34 min

Le temps nécessaire pour que la population de bactéries dépasse 60000 individu est 2h17min.
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