@ Meilleur en maths

6 points

Exercice 2

On considére une fonction f définie sur ’intervalle ]0;+o[ . On admet qu’elle est deux fois dérivable sur

I’intervalle ]0;+oo[.Onnote f sa fonction dérivée et £ sa fonction dérivée seconde.

Dans un repere orthogonal, on a tracé ci-dessous :

On répondra aux questions suivantes en justifiant a 1’aide du graphique.

1. Déterminer le nombre dérivé (1) .

. la courbe représentative de f, notée € sur I’intervalle ]0;3] ;
Partie A : Lectures graphiques

. ladroite T, tangentea € au point A(1;2);
. ladroite Ty tangente a €'+ au point C(3;0).

0 admet-elle dans I’intervalle ]0;3] ?

2. Combien de solutions 1’équation f (x)

On admet dans cette partie que la fonction f est définie sur I’intervalle ]0;+oo[ par:

3. Quel est le signe de f (0,2) ?
Partie B : Etude de la fonction f

x[2(Inx)*=3Inx+2]

ou In désigne la fonction logarithme népérien.

f(x)
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1. Résoudre dans R I’équation 2 X*—3X+2=0.
En déduire que €'+ ne coupe pas I’axe des abscisses.

2. Déterminer, en justifiant, la limite de f en +co .
On admettra que la limite de f en 0 est égale a 0.

3. On admet que pour tout x appartenanta |0;+oo[, f'(x)=2(lnx)2+lnx—1 .
z 1
3.a. Montrer que pour tout x appartenanta ]0;+oo[, f (x)Z;(4lnx+1) )
3.b. Montrer que pour tout x appartenant a |0;+oo[ et préciser la valeur exacte de 1’abscisse du point
d’inflexion.
3.c. Montrer que la courbe € est au dessus de la tangente Ty sur I’intervalle ]1;+o0] .
Partie C : Calcul d’aire

1. Justifier que la tangente Ty a pour équation réduite y=2x—e¢ .

2. A I’aide d’une intégration par parties, montrer que
2
e +1

}xlnxdx=
1

3. Onnote .4 I’aire du domaine hachuré sur la figure, délimité par la courbe €’ la tangente T, , et
les droites d’équation x=1 et x=e.

e’—1

On admet que f x(Inx)’dx =
1

En déduire la valeur de ./ en unité d’aire.
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Parte A : Lectures graphiques

1. f'(1) estle coefficient directeur de la droite T, qui est la droite (AC) A(1;3) C(3;1).
£(1)=—1.

2. La fonction f est strictement croissante, puis strictement décroissante, puis strictement croissante sur
I’intervalle ]0;3].  est positive, puis négative, puis positive et f est continue car dérivable sur

Iintervalle ]0;3] donc f  s’annule deux fois sur ]0;3] et I’équation f (x)=0 admet 2 solutions
sur ]0;3].

3. La fonction f est concave sur ]0;0,25[ donc f (0,2)<0 et f (0,2) est du signe - .

Partie B : Etude de la fonction f
x appartienta J0;+o0[  f(x)=x[2(Inx)’—3Inx+2]

1. 2X’—3X+2=0 A=(=3)-4x2x2=9-16=-7<0
L’équation 2X>—3X+2=0 n’admet pas de solution réelle.
X=Inx

x€]0;+o[ donc f(x)=0 & 2(lnx)’-3hx+2=0 < {2X2_3x+2:0

donc ’équation f(x)=0 n’admet pas de solution sur ]0;+o[ et € ne coupe pas I’axe des abscisses.

2. f(x)=x[2(Inx)’~31Inx+2]

Si x>1 alors 2(lnx)2—3lnx+2:lnx(2lnx—3+é)

lim Inx=+w donc 1lim L:() et lim (2(1nx)2—3lnx+2):+oo

X=>+o0 y>+0 INX x=>+00

On obtient : lim f(x)=+o0

x>+

3.a. Onadmet que f (x)=2(Inx)+Inx—1
(lnx)=L et [(Inxf]=2xLxInx
x x

donc f”(x)=2><(2><lxlnx)+l:ilnx+L:l(41nx+l)
x X x X X
3.b. Lesignede f (x) sur ]0;+oo[ estlesignede 4Inx+1.
1

4lnx+1=0 < lnxz—i o x=e ‘=e

—0.25

4Inx+1>0 < 1nx>—% o x> P

4Inx+1<0 < Inx< —% o y<e ™

—0.25
X 0 e .+°°

f (x) — 0 +

ool

2

f est concave sur ]0;e **[ et f estconvexe sur Je
Le point d’abscisse e ** de € est un point d’inflexion.
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3.c. e *”=0,779<1 donc f estconvexe sur |1+oo[ et € est au dessus de toutes ses tangentes sur |1 ;+oo[
donc €; estaudessusde Ty.

Partie C : calcul d’aire

1. f(x)=2(Inx)+mnx—1
fle)=2x1’+1-1=2
Le coefficient directeur de Ty estégala 2. Tg: y=2x+b
B(e;e) appartienta €; eta Ty donc e=2e+b < b=—c¢
Tg: y=2x—e

2. jxlnxdx
1

u(x)=lnx u'(x)=— vi(x)=x v(x)==

u et v sont dérivables sur [1;e] et u’et v’ sont continues sur [1;e].
En utilisant la formule d’intégration par parties.
jxlnxde x—zlnx e - j lxx—2 dx= e—2><1—1—2><0 - ° Ldx= e_z_ x_2 e: e—2—6—2+l
1 2 . lx 2 2 2 2 2 4 4

c

fxlnxdxz

1

2
e +1

3. Sur [1;+0[ € estdessus de Tg donc I’aire (en unité d’aire)du domaine délimité par la courbe €', la

tangente Ty, et les droites d’équation x=1 et x=¢ est .{= f(f(x)—2x+e)dx .
1

A= f(2(xlnx)2—3xlnx+2x—2x+e)dx=2 f(xlnx)zdx -3 fxlnxdx+ fedx
1 1 1 1

2 2 2 2
.ﬂzzx(e - 1)_3X(e ;’1)+[ex]‘§= 2e4 2_3e4+3+ez_e

2
A=38T4e75 A
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