&Y Meilleur en maths

Exercice 1 5 points

L’espace est muni d’un repére orthonormé (O; i 3] ,E) . On considére :
. les points A(—1;2;1), B(1;-1;2) et C(1;1;1) ;

. ladroite d dont une représentation paramétrique est donnée par : d: teR ;

. . . . e , 5 3
. la droite d’ dont une représentation paramétrique est donnée par : d’: | y=5+s  s€R.

Partie A

. , . 1
1. Montrer que les droites d et d’ sont sécantes au point S(—5;1;4) .

1
2.a. Montrer que le vecteur 1 (2 ) est un vecteur normal au plan (ABC).

4
2.b. En déduire qu’une équation cartésienne du plan (ABC)est: x+2y+4z—-7=0 ;
3. Démontrer que les points A, B, C et S ne sont pas coplanaires.
4.a. Démontrer que le point H(—1;0;2) est le projeté orthogonal de S sur le plan (ABC).
4.b. En déduire qu’il n’existe aucun point M du plan (ABC) tel que SM<% .

Partie B

On considére un point M appartenant au segment [CS ] .
Onadonc CM=kCS avec k réel de I’intervalle [0;1].

1. Déterminer les coordonnées du point M en fonction de k.

2. Existe-t-il un point M sur le segment [CS | tel que le triangle MAB soit rectangle en M ?
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Partie A

1. Pour déterminer I’intersection des droites d et d’, on résout le systéme suivant :
3

PR 3+4s= s 4t-25=—3 (1)
2+t:é+s = 4+2t= 3+2s = 2t—2s=—1 (2)
2 3—t=3-2s —t+25=0 (3)
3—t=3-2s
On connsidére le systéme constitué des équations (1) et (2) et on obtient :
1

2t=—2 < t=—-1 et 2s=-1 < SZ—E

On vérifie pour I’équation (3)

—t+2s=—(—1)—1=0

donc les droites d et d’ sont sécantes.

Pour trouver les coordonnées du point d’intersection S de d et d’, on remplace t par -1 dans

la représentation paramétrique de d ou s par % dans la représentation paramétrique de d’.

. 1
On obtient : S(—5;2;4) .

2 2
2a. AB|—3 AC [ —1
1 0
Il n’existe pas de réel A tel que AC=AAB donc les points a, b et C ne sont pas alignés et les

points A, B et C déterminent un plan.
1
2
4

a deux vecteurs non colinéaires de (ABC) par exemples AB et AC.
R AB=1X2+2X(—3)+4X1=2—6+4=0
A.AC=1X2+2X(—1)+4X0=2-2=0
donc 1 estun vecteur normal du plan (ABC).

2.b. M(x;y;z) appartient au plan (ABC) si et seulement si 1. AM=0 .

Le vecteur 1 est un vecteur normal au plan (ABC) si et seulement si 1 est orthogonal

x+1 1
AM |y -2 |2
z—1 4

T.AM=0 o IX(x+1)+2X(y=2)+4X(z—1)=0 o x+2y+4z+1-4-4=0
< x+2y+4z-7=0

1 1 21
3. §|—=:1:4 ——+2X1+4X4-T=—#0
( 277 ) 2 2

donc S n’appartient pas au plan (ABC) et les points A, B, C et S ne sont pas coplanaires.

4a. H(—1;0:2) —1+2X0+4x2—7=—1+8—7=0 le point H appartient au plan (ABC).
H est le projeté orthogonal de S sur le plan (ABC) si et seulement si SH est normal au plan
(ABC) soit SH est colinéaire au vecteur 1 .
1

— | 1

2 o 1=
SH | _7| donc SH= n.
-2
H est le projeté orthogonal de S sur (ABC).
2

1 2 2 1 1+4+16 21 21 V21
H=|—= | +(—=1)P+(=2) ==+ 1+4="272_22 — |2Vl
4.b. S ( 2)+( S +(=2) 4+ + 1 n SH 7 5
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SH est la plus petite distance du point S a un point M du plan (ABC).

Il n’existe donc pas de point M du plan (ABC) tel que SM<@.
Partie B
. x—1 _3
L M(x;y;z)  C(1;151) S (—5;1;4) CM |y —1 cs | 2
z—1 3
x—]:—%k x:_%k+1
CM=kCS poi=oxk | ym oxker  KElO1]
z-1= 3k z= 3k+1
3
M —Ek+l;l;3k+l) ke[0;1]
e —2+%k L %k
2. MA 1 MB PN
-3k —3k+1
Le triangle MAB est rectangle en M si et seulement si MA .MB=0.
MA.MB=0 < (—2+%k)x(%k)+1><(—2)+(—3k)+(—3k+1):O
o S3keTK-249K-3k=0 & Lk-6k-2=0
_ 45 _1he—
A_36+4X2XT_126_9X14
_ 6-3V14_12-6V14 _ 12+6414
k,= = k,= =2V 7
45 45 45

2
k,<0 et k,~0,766 donc 0<k,<I

Il existe donc un unique point M sur le segment [CM] tel que le triangle MAB
soit rectangle en M.

Remarque
2
MA2:(—2+%1<) +12+(—3k)2:4—6k+%k2+1+9k2:%k2—6k+5

45
Ona: Tk§_6k2:2 donc pour lavaleurde k, ona MA’=7.

On a aussi MB*=7
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