&Y Meilleur en maths

Exercice 4 5 points

On considére la fonction f définie sur R par: f(x)=5In(x’+1)-3x

et on admet que la fonction f est dérivable sur R.

On note €'+ sa courbe représentative dans un repére orthonormé du plan.

On a tracé ci-dessous la courbe €'r et la tangente a la courbe €+ au point A d’abscisse 1.

6

5

1. Conjecturer,a I’aide de la représentation graphique de la fonction f les intervalles de IR sur lesquels
la fonction semble convexe ou concave.

2. Déterminer, en justifiant, la limite de la fonction f en —oo .

Inx 1
3.a. Démontrer que, pour tout réel x strictement positif, (x)=x ( 10 v 3 ) +51In ( 1 +? ) .

3.b. Déterminer, en justifiant, la limite de la fonction f en +oo .

_—3x°+10x—3
2+1 ’
4.b. Etudier les variations de la fonction f sur R .

4.a. Démontrer que pour tout réel, f'(x)

5. On admet que la fonction f est deux fois dérivable sur R et que pour tout réel x,
v y_—10x7+10
f (x)=—F——
( ) (x2+l )2
5.a. Valider ou rejeter la conjecture faite a la question 1.
5.b. Déterminer 1’équation réduite de la tangente a la courbe €r au point A d’abscisse 1.
5.c. En déduire que pour tout x>1, In(x’+1)<x+In(2)—1.
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1. Par lecture graphique le point A est un point d’inflexion de la courbe €’ et f est convexe sur |—oo; 1]

et concave sur |1;+oo[.

2. f(x)=5In(x’+1)-3x
lim (x*+1)=+00

Conséquence :  lim f(x)=+oo

X=>—0

3.a. Si > alors ln(x2+1)=ln(x2(l+é)):

f(x):101n(x)+51n(1+i2)—3x
X

lnix)—3)+51n(1+%)

f(x)zx(

donc ~ lim In(x*+1)=+0 4

lim (—=3x)=+00

X=>—00

1n(x2)+1n(%)ZZIn(x)+ln(l+%)

.1
3. tim 20 o tim (1011’—(")—3):—3 et lim x(lOln(x)—3):—oo
X+ X X400 X X x:+m X
. 1 . 1
lim [1+=|=1 ¢t lim SIn|—|=5In(1)=0
x>+ X x>+ X
conséquence : lim f(x)=—o0
2 2
4a. (x)=5x %x _3:10x 23x 3: 3x -|2-10x 3
x +1 x+1 x+1
4.b. Le signe de f'(x) estle signe de N(x)=—3x"+10x—3
A=10"—4x(-3)x(=3)=100—-36=64=8’
e=10-8 I8 o 1048 _2_1
ax(-3) 6 6 6 3
On donne les variations de f sous la forme d’un tableau
X -0 % 3 +00
f'(x) - 0 + 0 —
- \ / \
z —10x°+10
5.a. On admet que : (X)Z%
(x*+1)
Le signe de f (x) estlesignede T(x)=—10x"+10=—10(x>+1)=—10(x+1)(x—1)
X -00 -1 3 +o00
f ") - 0 + 0 -
CZ:vaité concave convexe concave

A(1;51n(2)—3) et B(—1;5In(2)+3) sont des sur points d’inflexion de la courbe €.
Sur I’intervalle ]—oo;—1] la fonction f est concave donc la conjecture de la question 1 est fausse.

5b. £(1)=2  A(1;5In(2)-3)

L’équation réduite de la tangente (T,) a €rau point A est:

y—5In(2)+3=2(x—1)

e y=2x+5In(2)-5
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5.c. La fonction f est concave sur [1;+o[ donc la courbe € est en dessous de toutes ses tangentes sur
[1;4[,en particulier en dessous de (TA) .
Si x>1lalors f(x)<2x+5In(2)-5 & Sln(x*+1)-3x<2x+5In(2)-5
& Sln(x’+1)<5x+5In(2)=5 < In(x’+1)<x+In(2)-1

Remarque
On effectue un changement de repere (le nouveau repere n’est pas orthonorme)
On détermine ’équation de (Ty) : £'(—1)=— B(—1;5In(2)+3)

(Ty): y=—8x+5In(2)-5

f
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