&Y Meilleur en maths

Exercice 4 5 points

On considére la fonction f définie sur I’intervalle |0;+oo[ par: f(x)=x(Inx) .
On admet que la fonction f est dérivable sur ]0;+oo[ . Onnote f sa fonction dérivée.

1. Déterminer la limite de la fonction f en +oo .

2. Pour tout réel x>0, onpose g(x)=xInx.
2.a. Démontrer que pour toutréel x > 0,ona f(x)=4(g(Vx)) .
2.b. En déduire lim f(x).

x>0

3. Dans cette question, on étudie les variations de la fonction f sur I’intervalle ]0;+oo[ .
3.a. Démontrer que sur I’intervalle |0;+o0o[, f (x)=(Inx)(2+Inx)

3.b. En déduire les variations de la fonction f sur I’intervalle ]0;+o] .

3.c. Donner la valeur exacte du maximum de la fonction f sur I’intervalle ]0;1].

4. On considere I’équation f(x)=2.

4.a. Justifier que, sur I’intervalle ]0;+0][, cette équation admet une unique solution.
Onnote « cette solution.

4.b. Donner un encadrement de « d’amplitude 0,1.

5. Soit a un nombre réel appartement a lintervalle ]0;1].

1
5.a. Donner une interprétation géométrique de f f(x)dx.

a

5.b. A I’aide d’une intégration par parties, justifier que :
1

ff(x)dx z—g(ln(a))z— f xlnxdx

5.c. En utilisant a nouveau une intégration par parties, démontrer que :
1 2 2 2
f f(x)dx Z—a—(ln a)2+a—lna+l—a—
" 2 2 4 4

1
5.d. Démontrer la limite de ff(x)dx quand a tend vers 0.
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1. lim In(x)=+00 donc lim x(In(x) =+ et lim f(x)=+cw.

x>+ x>+ x>+

2.a. Pourtoutréel x€]0;+o] :

4(g(Vx)=4(VxIn(vx))* or 1n(6)=%1n(x> donc (ln(\/;))zzi(ln(x))z
et 4(g(Vx))=f(x).

2.b. g(x)=xIn(x) ona lxi_r)lgg(x)ZO
g(vVx)=VxIn(Vx) or hm\E 0 donc h_r)r;g(\r) 0 et lim4(g(\/;))2=0.
On obtient : {Clir;f( )—0. i -

da u(d=x w(x)=l v(y)=((x)f  vE)=2n(x)x-=2n(x)

£(x)=1 X(ln(x))2+x><%><ln(x)Z(ln(x))2+2ln(x)=1n(x)(ln(x)+2) ,

3.b. In(x)=0 & x=1 et In(x)<0 o O0<x<l et In(x)>0 o x>1
In(x)+2=0 & In(x)=—2 o x=¢’
1n(x)+2<0 o O<x<e’

x)+2>0 o e ’<x
O donne les variations de la fonction f sous la forme d’un tableau

X 0 e? 1 +oo
Inx — — 0 +
Inx+2 — 0 + +
f'(x) + 0 - 0 +
4e7? +o00
f(x) / \ /
0 0

3.c. Lemaximumde f sur ]0;1] est: f(e*)=e *(In(e *)’)=¢*(~2)=4¢""

4.a. f(e’)=4e ’=0,54 donc I’équation f(x)=2 n’admet pas de solution sur I’intervalle ]0;1].
f est continu e et strictement croissante sur ’intervalle [1;+o0[ & valeurs [0;+oo[ ,2€[0;+0][
le théoréme des valeurs intermédiaires nous permet d’affirmer que 1’équation f(x)=2 admet
une unique solution « appartenanta [1;+oo[ .

L’équation f(x)=2 admet une unique solution « sur 10;+00] .
4.b. En utilisant la calculatrice on obtient f(2,4)~1,84 et f(2,5)=~2,10 donc 2,4<a<2,5
S.a
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1

f est positive ou nulle sur ]0;1] et a€]0;1] donc f f(x)dx est I’aire en unité d’aire de la partie de

a

plan comprise entre 1’axe des abscisses la courbe € et les droites d’équation x =a et x=1 ( partie

hachurée en rouge sur la figure ).
1 1

5.b. On considére : ff(x)dx = fx(ln(x))zdx

5.c.

S.d.

On effectue une intégration par parties :

u(x)=(1n(x))? u’(x)=21n(x)><%=%ln(x)
v'(x)=x V(x):x?

En utilisant la formule d’intégration par parties :

[ x(in(x)Pdx :l%z(ln(x))zll [ xin(x)dx

jx(ln(x))zdx :—%z(ln(a))2 — jxln(x)dx

f xIn(x)dx
On effectue une nouvelle intégration par parties
, 1
u, (x)=In(x) u(x)=—
2
Vi (x)=x vlx)=X

2

a0 a0 a0

2
D’autre part lim aZ:O .

a=0

1
1 -
Donc ff (x)dx admet = pour limite lorsque a tend vers 0.

4

. 2
limaln(a)=0 donc lim 2-(In(a))’=0 et lim %In(a)=0
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