QY Meilleur en maths

Exercice 4 6 points

Partie A : lecture graphique

On consideére une fonction f définie et deux fois dérivable sur ]5;+00[ . Onnote f sa fonction dérivée et

f sa fonction dérivée seconde.

On a tracé, dans un repere orthogonal, la courbe de la fonction f, notée €, ainsi que la tangente T a €
au point A(1;0) . on précise que T passe par le point B(0;—2) .

On répondra aux questions suivantes en justifiant a 1’aide du graphique.

1. Déterminer f'(1).
1
2. La fonction f est-elle concave sur ]Eﬁool.

3. Déterminer f (1).

Partie B : étude de fonction

On admet que la fonction représentée graphiquement dans la partie A est définie sur I’intervalle ]%Hool par
f(x)=xIn(2x—1) ou In désigne la fonction logarithme népérien.

On rappelle que :

. la fonction f est deux fois dérivable sur I’intervalle ]%HOO[ ,que f sa fonction dérivée et f sa fonction

dérivée seconde.

. . : . 1
. € désigne la courbe représentative de la fonction f sur ’intervalle ]5;+ool )
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1. Déterminer, en justifiant, la limite de la fonction f en 5 En déduire une interprétation graphique.

1
2. Résoudre 1’équation f(X)ZO sur I’intervalle ]§;+00[.

2x
2x—1

1 ,
3. On admet que pour tout réel x appartenant a I’intervalle l—;+00l - f(x)=In(2x—1)+

2
, 1 4(x—1)

3.a. Montrer que pour tout réel x appartenant a I’intervalle 5;+00 : f (x)=(2 1)2 .

x—

3.b. Montrer que € admet un unique point d’inflexion et que ce point est le point d’intersection de €
et de I’axe des abscisses.

4.a. Montrer que la fonction f est positive sur 'intervalle [1;2].

2
X < 2

_1 1. 1
S Xt—F—X——
2x—-1 2 4 8 2x-—1

) 1
4.b. On admet que pour tout x appartenant a I’intervalle 5;+00 ,ona:

2 2
X 1
: dx= 1+=1In(3
Montrer que ‘I[Zx—l X 2 (3)
4.c. On note A I’aire du domaine délimité par la courbe €, ’axe des abscisses et les droites d’équation
x=1 et x=2.

En vous aidant d’une intégration par parties, déterminer la valeur exacte de I’aire ./ en unité d’aire.

Partie C : généralisation

On désigne par a un réel strictement positif et par f, la fonction définie sur I’intervalle li ;+00l par :
f (x)=xIn(ax—1),

On admet que f, est deux fois dérivable sur I’intervalle ]i ;+00l .

On note f, sa fonction dérivée, f, sa fonction dérivée seconde et €, sa représentation graphique.

: 1 : alax—2)
On admet que pour tout x appartenant a I’intervalle N ool ¢ £, (x) 2(71)2
ax—

1. Montrer que pour tout réel a strictement positif, la courbe €, admet un unique point d’inflexion A,.

2. Montrer que les points A, sont alignés, a appartenant a ]0;+oo] .
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Partie A : lecture graphique

1. (1) estégal au coefficient directeur de T=(AB)

f'(l):yB_yA:—Z—Ozz

xg—x, 0-1

2. f n’est pas concave sur ]5#00[ car une partie de €' est au dessus de la tangente T.

3. A(1;0) est un point d’inflexion de € donc f (1)=0.

Partie B : étude de fonction

l;+oo[ f(x)=xIn(2x—1)

1. x€

2
L o 2x—1s0 lm(2x=1)=0  limh(2x—1)=—c0  limx==
x-)l x-)l x-)%
2 2
donc lim f(x)=—o0.
vl
1 ,
La droite d’équation X =7 estune asymptote verticale a €.
1 1 1 1
X>— xX>— x>— x>—
2 2 = = o
f(x)=0 xIn(2x—1)=0 x=0 ou In(2x—1)=0 In(2x—1)=In(1)
>1 >L
e | 772 T2 e [x=1
2x—1=1 x=1
3.a xE-L+m> f'(x)=In(2x—1)+ 2x
2’ 2x—1
2 2x | 2X(2x—1)—2xx2 )
In(2x—1)) = = -
(In{ ) 2x-1 (2x—1) (2x—1) (2x—1Y)
£(x)=2 2 _2x(2x—1)-2_ 4x—4 _4(x—1)
2x=1 (2x—1) (2x—1) (2x—1)* (2x-1Y)

1 o
3.b. x€ 5;+00l (2x—1)>0 donclesignede f (x) estle signe de 4(x-1).

On donne le signe de f (x) sous la forme d’un tableau.

1
X 3 1 +o

f"(x) - 0 +

£ estnulle que pour la valeur 1 en changeant de signe donc ¢ admet un unique point d’inflexion
d’abscisse 1 soit le point A (car f(1)=1XIn(1)=0) qui est le point d’intersection de la courbe €

et de ’axe des abscisses.

4.a. Si x=>1 alors 2x—1>1 et In(2x—1)=In(1)=0

2x '
>0 ;
71 donc f (x)>0 ;
f est croissante sur [1;2] et f(1)=0 donc f est positive ou nulle sur [1;2].
1. 1. 2 _4x(2x—1)+2X(2x—1)+2 _8x’—4x+4x—2+2 _  8x’

1 1
—:+ —X+—+—X = =
2’ w[ 24T 21 8(2x—1) 8(2x—1) 8(2x—1)

Si x=1 alors

4.b. x€
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1 11 2 X
d —Xx+—+—=X =
o T T =1 2x—1
2

T ox o1 1 2
‘! dx=_1[5xdx+.1[‘zdx+_1[2x_l

dx

2
[ ar=2-Li2 Lina—1)=m(1)=14n(3)
4.c. f est continue et positive sur [1;2], donc I’aire du domaine plan délimité par la courbe €, I’axe des
2

abscisses et les droites d’équation x=1 et x=2 est A= ff (x)dx.

2
A= fxln(2x—1)dx
1

_ 2
C2x—1
u et v sont dérivables et u’ et v’ sont continues.
En utilisant la formule d’intégration par parties

u(x)=In(2x—1) u'(x)

: ot 2 x° 4 X
=X — - X—dx = —In(3) - d
. [2hﬂ2x ”L !2x—1 ydx =m0 !2x—1 ¥
ﬂzZmM—F%MQ:%mB%IUA
Partie C : généralisation
alax—2)

i;+oo[ f (x)=xIn(ax—1) f,(x)=

ac|0;+w xX€ .
] [ (ax_1)’
) " 1 .
1. Le signe de f, (x) sur ]E#OO[ est le signe de ax-2.
21
ax—2=0 < x=—>— (car a>0)
a a
1 2
X |3 a +oo
£2'(x) - 0 +

f, n’est nulle que pour la valeur 5 ©n changeant de signe donc €, admet un unique point d’inflexion

) 2 )
d’abscisse o On note A, ce point.

—f(2)|=2 2= 2.
O E VI N e

Tous les points A, appartiennent a I’axe des abscisses (ils sont donc alignés).
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