g Meilleur en maths

Exercice 4 5 points

On considére la fonction fy définie sur ]0;+oo[ par:
fk(x)=1—x+k(l+lnx)

ou k estun réel strictement positif et In désigne la fonction logarithme népérien.

On désigne par € la représentation graphique de la fonction f dans un repére orthonormé.
On admet que la fonction fy est deux fois dérivable sur ]0;+oo] .

On note f, sadérivée premiére et f (x) sa fonction dérivée seconde.

Partie A : étude d’un premier cas particulier

Dans cette partie, on se place dans le cas k=2 .

La courbe €, estreprésentée sur le graphique ci-dessous .
. Le point A est un point d’inflexion de la courbe €, ;

. T, estlatangente a la courbe €> au point A.

1. On considére une primitive F, de la fonction f, sur 10;+00] .

Avec la précision permise par le graphique, donner les variations de la fonction F, sur I’intervalle [0;3].

2. Parmi les trois courbes ci-aprés , indiquer celle qui représente , et celle qui représente ).
Justifier.
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]0;+00] et la valeur de I’extremum.

’

0 sur |0;+oo].

0 sur |0;+oo].

de la solution « de I’équation f (x)
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En déduire que f, admet un maximum sur I’intervalle ]0;+oo] .

renvoie une valeur approch

2.d. Recopier et compléter les pointillés du programme écrit en langage Python ci-dessous, afin qu’il

2.c. Montrer qu’il existe une unique solution « a I’équation f,(x)

2.a. Justifier les variations de la fonction f, sur I’intervalle

2.b. Justifier la limite de la fonction f 1 en 0.
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def d(x):
return -1-log(x) /x**2

def alpha( )
u=0.5
while d(u) ... O:
u=...
return u

On rappelle que x**2 désigne x° et que log(x) désigne In(x).

Partie C : k quelconque

1+1

On considére la fonction h définie sur ]0;+oo[ par h( x):¥,
1+1 ’
et la fonction H définie sur ]0;+oo[ par H(x):%( +;1(X)) .

On admet que H est dérivable sur ]0;+oo] .

1. Montrer que la fonction H est une primitive de h.

On rappelle que k est un réel strictement positif et que fy est la fonction définie sur ]0;+o0[ par:

fk(x):l—x+k(1+ln(x>)

2. Existe-t-il une valeur de k pour laquelle la valeur moyenne de la fonction fy sur Dintervalle

[1;e] est égalea 0 ?
Justifier.
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Partie A : étude d’un premier cas particulier

1. F, est une primitive de £, sur ]0;+oo[ donc F,=f,.
On détermine graphiquement le signe de f,(x) sur [0;3].
Si 0<x<0,35 alors f,(x)<0 £,(0,35)=0
Si 035<x<2,5 alors f,(x)<0  f,(2,5)=0
Si 2,5<x<3,5 alors f,(x)<0
On donne les variations de F, sous la forme d’un tableau.

X 0 0.35 2.5 +00

f, - 0 + 0 -

2. T, est croissante sur ]0;0,75] et décroissante sur [0,75;3,5].
Donc si 0<x<0,75 alors f,(x)>0 et si 0,75<x<3,5 alors f,(x)<0.
Et la courbe 1 estla courbe de f 2

A(1,65;1,7) est un point d’inflexion de la courbe de .
f, est concave sur ]0;1,65] et convexe sur [1,65;3,5].

Donc si 0<x<1,65 alors f,(x)<0 et si 1,65<x<3,5 alors f,(x)>0 et f,(1,65)=0.

Et la courbe 2 estla courbe de f2

Partie 2 : étude d’un second cas particulier

l.a. x€]0;+x| fl(x):l—x+%<x)
1
Laln(x)) <m0y
x B X S
, In
donc f,(x)=1- (2x>.
X
1 1 . .1
1.b. n(zx):MXl lim M:0 et lim l=0 donc lim sz)zo et
X X X x40 X x40 X x40 X
2Inx—1
2.a. x€]0;+0] f,(x)= n;

Le signe de f, (x) estle s1gne de la dérivée de f(x).
)

Le signe de f, (x) sur ]0;+oo[ estle signe de ( 2In(x)-1).

L
2In(x)—1=0 < ln(x)Z% e x=e’=ve

2In(x)-1>0 ln(x)>% o x>e
2In(x)—1<0 o ln(x)<% o O<x<ve

donc f, estdécroissante sur |0;ve] et croissante sur [Ve;+ool .
fl(\/;) est le minimum de la fonction f, sur ]O;+oo] .

f;wz):—l—%:_l_L

2e

lim f,(x)=1
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) |
2.b. xe]0;+0[  lim 1t et lim In(x)=—c donc lim — n(zx)
20 X x>0 x>+ X

ot lim £ (x)=+00
x>0

2.c. f, estcontinue et strictement décroissante sur ]0;ve] a valeurs dans [— 1— 2e T 0e

1
—l—— 4o
2e’+ l

le théoréme des valeurs intermédiaires nous permet d’affirmer que 1’équation f ,(x)=0 admet une unique

solution « appartenant & ]0;ve].
Si Ve<x alors f,(x)<—1 donc I’équation f,(x)=0 n’admet pas de solution dans [Ve;+oo] .

Conclusion
Léquation f,(x)=0 admet une unique solution « sur ]0;+oo[, cette solution appartienta ]0;ve].

f, est positive sur ]0; [ et négative sur Ja;+oo] .
f, est croissante sur ]0;c ] et décroissante sur [a;+o[ et f,(a) est un maximum pour f, .
2.c.

def d(x):
return -1-log(x) /x**2
def alpha( )
u=0.5
while d(u) > 0:
u= u+0.01
return u
Remarque : 1’algorithme renvoie 0,65.
Partie C : k quelconque
1. _XE]O,'FOO[ h(x):M H(x) (1+1n( ))2
X
A1 1 _1+In(x) _
H(x)—2(§(1+ln(x)))><;— 0 )

donc H est une primitive de h sur ]0;+oo] .
k(1+In(x)) . o
2. k>0 fk(x)=l—x+f=l—x+kh(x) . Une primitive de f sur ]0;+o[ est F, définie par :

2 2

Fk(x)zx—x?+kH(x)zx—x?+%(1+ln(x))2 :

1 1 c
La valeur moyenne de fy sur [1;e] est : Mk:j f =7 [F. [
1
1, k_k+l e’k
F (l)=1—-——+=-=—— —e—— —e——
(1) A F (e)=e 2+2><2 =e 2+2k
_ 1 e_e_2+2k_k+1 1 [2e—é&’+4k—k—1)_ 2e—e’+3k—1
e\ 72 2 | Te—1 2  2(e—1)
— 2 2 (e_l)z
W=0 e —e’+2e3k-1=0 = 3k=e'-2e+l = k=
. (e—1)°
La valeur moyenne de la fonction fy est nulle pour k= 3
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