QY Meilleur en maths

Exercice 3

5 points

On considére la fonction f définie sur J0;+oo[ par: f(x)=In(3x*+1)
On admet que la fonction f est croissante sur 10;+00] .

Partie A

On considére la suite (un) définie par :
uy=2 et pour toutentier n=>0, u,,,=In(3u’+1).

1

2. Lasuite (u,) est représentée ci-dessous. Emettre des conjectures sur le sens de variation

3. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n: 2<u,Su,,; <4,

. Calculer u,

et la convergence de la suite (u,) .

4

-----------------------------------------------------------------------

o

2 4 6 8 10 12

4. En déduire que la suite est convergente.

Partie B

On note L la limite de la suite (un) .
Le but de cette partie est de trouver une valeur approchée de la limite L.

On considére la fonction g définie et dérivable sur [0;+oo[ par: g(x)=In(3 X+1)—x .

1.

Démontrer que pour tout réel x€

Démontrer que la fonction g est

une valeur approchée a 107 pres.

4. Justifierque L=« .

Onnote g’ la fonction dérivée de la fonction g.

_ —3x*+6x—1

0;+ , "(x
[0;+00[, g'(x) o

strictement décroissante sur [2;4].

Démontrer que 1’équation g(x)=0 admet une unique solution « sur [2;4] et en donner
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Partie A
1. u,=In(3%2%+1)=In(13)=2,565 a 107 prés.
2. Par lecture graphique : (u,) est croissante et majorée par 4 donc convergente.

3. On veut démontrer en utilisant un raisonnement par récurrence que pour tout entier naturel n, on a :
2<u,<u,, <4,
Initialisation
u0=2 et u1=2,565 donc 2<u,;<u,<4,
La propriété est vérifiée pour n=0.
Hérédité
Pour démontrer que la propriété est héréditaire pour tout entier naturel n, on suppose que 2<u,<u,, <4
et on doit démontrer que 2<u,,;<u,,,<4 .
Si 2<u,<u,, <4 alors f(2)<f(u,)<f(u,,)<f(4) (car f estcroissante sur [0;+oo[).
Or f(2)=In(13)=2,565>2 et f(4)=In(3x4’+1)=In(49)~3,892<4 et flu)=u,, et
f(un+1) U,,, donc 2<u,,Su,,<4.
Conclusion
Le principe de récurrence, nous permet d’affirmer que pour tout entier naturel n,ona: 2<u,<u,,; <4 .

4. Pour tout entier naturel n,on a: u,<u,,; donc la suite (un) est croissante etona: u,<4 donc la suite
(un) est majorée par 4.
Toute suite croissante et majorée est convergente donc la suite (u,) converge.

Partie B

1. x€[0;+0 g(x)=In(3x"+1)—

' u' , 2 " 6x
(ln(u)>:; u(x)=3x*+1  u’'(x)=6x (ln(3x+1)>—3xz+1
o(x)=—0F _j_6x=3x- 1_—3x’+6x—1

3x°+1 3x°+1 3x°+1

2. Pourtout x€[0;+[ ona: 3x’+1>0 donc le signe de g’(x) est le signe de T(x)=-3x’+6x—1.
A=6"—4x(=3)x(—1)=36—12=24>0 VA=V24=4x6=26

—6+26 V6 -6-26 \/6
=————=1——=0,184 = =1+—~1,81
1T (=3) 3 G — 816

On donne les variations sous la forme d’un tableau.
X 0 X4 Xy 2 4
T(x) - 0 + o -
g'(x)

g est décroissante sur [2:;4].

Copyright ® meilleurenmaths.com. Tous droits réservés Page 2



g Meilleur en maths

3. g est continue et strictement décroissante sur [2;4] a valeurs dans [ g(4) ; g(Z)] .
g(4)=In(3x4°+1)—4=1In(49)—4=3,892—4=-0,108<0
g(2)=In(3%x2°+1)—-2=In(13)—2=2,565—2=0,565>0
donc 0€[g(4);g(2)].

Le théoréme des valeurs intermédiaires nous permet d’affirmer qu’il existe un unique nombre réel o
appartenant a [2;4] tel que g(a)=0.
En utilisant la calculatrice on obtient : a=3,78 a 107 pres.

4. Ona: lim u,=L etpour tout entier natureln: u =1 (un) et pour tout entier naturel n : 2<u,<4 .

Donc 2<L<4 et L=f(L) < f(L)-L=0 < g(L)=0.
a est 'unique solution de ’équation g(x)=0 dans Pintervalle [2;4} donc L=« .
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